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Forord

Syftet med arbetet dr att studera hur man I6ser diofantiska ekvationer av formen
2 2 _
px® + qry + ry° = m,

dar p, g, 7 och m &r heltal. Man séger att m representeras av den kvadratiska formen
pz? + qry + ry?. En vilkind ekvation av denna form ir Pells ekvation 22 — Dy? = 1,
dér D ar ett positivt heltal, som inte dr kvadraten péa ett heltal. Den allménna teorin for
representation av heltal med kvadratiska former i n variabler har jag studerat i [1]. Detta
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avspeglas i texten, da jag behallit mycket av terminologin, d&ven beteckningar i flertalet
fall. Eftersom jag begridnsar mig till studiet av kvadratiska former i tva variabler, har jag
kunnat undvika att anvéinda mycket av den algebraiska teori, som férekommer i [1]. Detta
géller i synnerhet teorin for andligtgenererade fria abelska grupper och kroppsutvidgningar.
Anvindning av kedjebrak utgor ett visentligt inslag i losandet av kvadratiska diofantiska
ekvationer i tva obekanta. Hér har jag i stor utstrackning héamtat inspiration fran [2]. Teorin
for rent periodiska kedjebrak och reducerade kvadratiskt irrationella tal har tillkommit.

Moduliar ekvivalens

Definition 1 Vi betecknar med GL (2,Z) méngden av 2 x 2-matriser R med heltals-
element, sadana att det R = 1. Vi kallar sddana matriser unimoduléra.

Sats 1 GL(2,Z) ar en grupp under matrismultiplikation.

Bevis Det &ar klart att £ € GL(2,Z), om E &r enhetsmatrisen. Om R € GL(2,Z),
foljer det av Cramers regel att R~! har heltalselement. Det foljer nu av produktsatsen for
determinanter att R~ € GL(2,Z). Av samma sats foljer det ocksa att RS € GL (2,Z),
om R € GL(2,Z) och S € GL(2,Z). m

Definition 2 Om

a b
R = [c d} € GL(2,Z),

och £ € CU {oo}, definierar vi R{ genom

Zf.jr's om £ # oo och ¢€ +d # 0,
00 om £ # oo och c€ +d =0,
2 om £ = oo och ¢ # 0,

00

om £ = oo och ¢ = 0.

R¢ =

Sats 2 Om & € C U {0}, sa giller det att F{ = &, om E ér enhetsmatrisen, och att
R(S¢) = (RS)¢, om R e GL(2,Z) och S € GL(2,Z).

Bevis Att E¢ = £ &r trivialt. Antag att
_la b e f
R= [c d} och S = [g h]'
Om € C, g¢+h #0och cSE+d # 0, sa ar

R(se) — P9EHD _ UG Y aleb+ f) 4 blgE + 1)
TeSed o vd cles+ ) Fdlgg+h)
~ (ae+bg) +af +bh
"~ (ce+dg)¢ +cf +dh (RS)E.

Eftersom det R # 0, kan det inte gélla att a£ +b = ¢ +d = 0, om £ € C. For alla
¢ € CU{oo} giller det alltsa att R( — RE, da ¢ — &, varav R(S¢) = (RS)E. m

Definition 3 Tva element £ och (i CU {oo} séges vara modulirt ekvivalenta, £ ~ ¢, om
det finns en matris R € GL (2,Z), sadan att £ = R(.



Sats 3 Modulér ekvivalens &r en ekvivalensrelation pa C U {oo}.
Bevis Pastaendet foljer direkt av sats 2. m
Sats 4 Lat & € C. Da giller det att £ ~ oo, om och endast om & € Q.

Bewvis Det ér klart att £ € Q, om & ~ co. Antag att £ = a/c, dér a och ¢ &r relativt prima
heltal. D& finns det heltal b och d, sadana att ad — bc = 1. Det géller da att det R = 1, dér

a b
weod]
och att Roo =¢. ®

Sats 5 Om & € C\ Q, och R € GL (2,Z), sa &r sgn (Im R{) = (det R) sgn (Im ).

Bevis Om &é=z+1iy, x € R, y € R, och

a b
wefed]
sa ar
Re = ax +b+iay  (ax +b)(cx + d) + acy® + i(ad — be)y
er+d+ticy (cx 4+ d)2 + (cy)? '
Kedjebrak

Definition 4 Med ett kedjebrak skall vi mena en &ndlig f6ljd (ao, . ..,an), eller en odndlig
foljd (ag, a1, ... ), av reella tal, sadan att alla element utom méjligen ag dr positiva. Vi kallar
kedjebraket dndligt eller oéindligt beroende pa om féljden &r &ndlig eller odndlig.

Definition 5 For ett #ndligt kedjebrak (ag, ..., ayn) definierar vi dess vérde [(ag, ..., an)]
rekursivt genom

1

, N>1
..,CLN)]

[(a0)] = ao, [(ag, a1,...an)] = ao +
[(CLl? :
Vi kommer i fortséttningen oftast att utelimna de inre parenteserna.
Sats 6 Om 1 <n < N, sa giller det att [ag,...,an] = [ag,...,an-1,[an,...,an]].

Bevis Vi bevisar pastaendet med induktion éver N. Om N = 1, & n = 1, och pastaendet
foljer direkt av definitionen. Antag att N > 2, och att pastaendet &ar sant for kedjebrak
(ag,...,aprr), dir M = N — 1. Om n = 1, foljer pastaendet av definitionen. Antag att
2<n<N.Daar

[ag, ... an-1,[an,...,an]] = [ao,[a1,- -, an-1,[an,...,an]]]
enligt definitionen och
[a1,...,an-1,[Cn,...,aN]] = [a1,...,ap-1,0n,...,aN]
enligt induktionsantagandet, och det foljer att

[ag, ... an-1,[an,-..,an]] = [ag, ..., apn-1,0n,...,an]. ®



Definition 6 For dndliga kedjebrak a definierar vi p(a) och ¢(a) rekursivt genom

p((a0)) = a0, p((aog,a1)) = arag + 1,
q((ao)) =1, q((ao,a1)) = a1,

och

p((ag,...,an)) =anp((ag,-..,an—1)) +p((ag,...,an—2)),
q((ag,...,an)) =anq((ag,...,an—1)) + q((ag,...,an—2)),
da N > 2.

I fortséttningen utelimnar vi oftast det ena paret av parenteser.

Sats 7 Det giller att

p(a07 s aaN)

Q(CLO)"' aaN)

Bevis Vi visar pastdendet med induktion 6ver N. Om N = 0 eller N = 1 &r pastaendet

trivialt. Antag att N > 2, och att pastaendet dr sant for kedjebrak (aop,...,aps), dir
M < N. Da ar

[ao,...,aN] =

plag,...,an—2,[an—1,an])
q(ao,...,an—2,lan—1,an])

[ao,. .. ,CLN] = [a(], e, AN—92, [aN_l,aN]] =
Da N = 2, ger detta att

plag, [a1,a2])  aglar,az] +1  aoar + 22 +1  ay(ajag +1) + ag

q(ao, a1 a2]) a1, a2 a; + % asa; + 1
_agp(ag,a1) +plag)  plag,a1,az2)

lag,...,an] =

azq(ag, a1) +q(ao)  g(ao,a1,a2)’
och da N > 3, ger det att

_ lan—1,an]p(ao, . ..,an—2) + plao, ..., an—_3)
[CL(),...,CLN] =
lan—1,an]q(ao, . ..,an—2) + q(ao, ... ,an—_3)
(CLN—l + ﬁ) p(ag,...,an—2) + plao,...,an—_3)
(aN—1 + ﬁ) q(ao, ..., an—2) +q(ao, ..., an-3)
_ an(an-1p(ao, ... ,an—2) + p(ao, .., an-3)) + p(ao, ..., an—2)
an(an-1q(ao,...,an—2) +q(ao,...,an—3)) + q(ao,...,an—2)
_ anp(ao,---,an-1) +p(ao,...,an—2) _ plao,...,an) =
an(q(ao,...,an-1) +q(ao,...,an—2)  qlao,...,an)
Definition 7 Om a = (ag,...,an) eller a = (ag,aq,...) ar ett kedjebrak, och n < N i
det &ndliga fallet, definierar vi p,(a) = p(ai,...,an), gn(a) = q(a,...,a,) och kallar talet
pn(a)
agy...,an| =

for den n:e konvergenten till a. Vi definierar ocksa matrisen R, (a) genom

R =% g Rata = [ B,

och kallar R, (a) den n:e konvergentmatrisen till a.



Sats 8 Det giller att

Bevis Pastaendet foljer direkt av definition 6. m

Vi kommer att skriva p,, ¢, och R,, nir detta inte kan leda till missférstand. Vi kommer
ocksa att underforsta att n < N, da det géller dndliga kedjebrak.

Korollarium 1 Det giller att det R,, = (—1)""1, da n > 0.
Bevis Pastaendet foljer av produktsatsen for determinanter. m

Korollarium 2 Det giller att

Pndn—1 — Pn—14n (_1)n_17 n=>1, (1)
P Pn—1 _ (=D
Gn  Gn-1  Gn-1Gn

Pndn—2 — Pn—2qn = (—=1)"an, n>2, 3)
Pn P2 _ (=1)"an

= , n>2. (4)
dn dn—2 dn—24n

n>1, (2)

Bevis Formel (1) foljer av korollarium 1, och (2) &r bara en omformulering av (1). For-
mel (3) foljer av att

Pndn—2 — Pn—24n = (anpn—l + pn—2)Qn—2 - pn—Z(anQn—l + Qn—2)
an(pn—lQn—2 - pn—2Qn—l) - (_1)nan7

och (4) ar en omformulering av (3). m

Sats 9 Sétt r,, = pn/qp. Det géller da att ro, fr stringt vixande, 9,41 stringt avtagande,
och rop < Topt+1, m >0, n > 0.

Bevis Eftersom a, >0 dan > 1, och ¢, > 0, da n > 0, foljer de tva forsta pastaendena
av (4) i korollarium 2. Enligt (2) har vi att ro;, < ro,4+1 och 19, < rop—1. Om 2m < 2n+1,
far vi att ron, < 1o < Topg1. Om 2m > 2n 4+ 1, far vi ropy, < ropm—1 < ropt1. W

Enkla kedjebrak

Definition 8 Ett kedjebrak (ag,...,an) eller (ag, a1, ...) siges vara enkelt, om dess ele-
ment dr heltal.

Sats 10 Antag att a ir ett enkelt kedjebrak. Da géller det att p, och ¢, &r relativt prima
heltal, och att R,, € GL(2,Z). Det giller ocksa att 0 < ¢ < ¢1, och ¢, < gn+t1, om n > 1.
Om ap > 0, géller det att pg > 0, och p, < pp41, dan > 0.

Bevis Det foljer av definition 6 att p,, och ¢, ar heltal. Av det R,, = pnqn—1—Gnpn—1 = 1,
foljer det att R, € GL(2,Z) och att p, och g, dr relativt prima. De dvriga pastaendena
foljer ocksa av definitionen. m



Sats 11 Om a &r ett enkelt kedjebrak, och £ > 0, sa ar
[ag,...,an-1,&] = Rp—1(a), n>1.
I det dndliga fallet forutsitter vi att n < N.
Bevis Pastaendet foljer av sats 7, definition 6 och att R,,—1(a) = R,—1(ag,.-.,an—1,§). W

Sats 12 Lat a vara ett enkelt odndligt kedjebrak. Da géller det att r, = [ag,...,a,] har
ett gransvirde da n — oo.

Bevis Det giller enligt sats 9, att ro, ar stringt vixande, och eftersom ry, < 71, ocksa
att ro, ar uppat begrinsad. Pa samma sétt foljer det att ro,41 dr stringt avtagande och
nedat begriansad. Foljderna ro, och ro,y1 har darfor var sitt gréansvirde £ och ¢. Enligt

korollarium 2 ar )

dndn+1 7

’T2n+l - 74271‘ =

och eftersom ¢, n > 1, dr en striangt vixande foljd av positiva heltal, sa giller det att
|Ton+1 — Ton| — 0 da n — oo, vilket visar att £ = (.

Definition 9 Med virdet [ag,a1,...] av det odndliga enkla kedjebraket (ag,a,...) skall
vi mena gransvardet 1 sats 12.

Sats 13 Om & = [ag, a1, ... ]| dr virdet av ett enkelt odndligt kedjebrak, sa &r

P g P2ntl - >,
q2n q2n+1

Bevis Beviset av sats 12 visar att poy,/qa, vixer stringt mot £ och att pa,41/gan+1 avtar
striangt mot &. W

Sats 14 Antag att & = [ag,...,an, (], dir N > 1, och ¢ > 1, eller att £ = [ag,aq,...].
Har ar (ag,...,an) och (ag,aq,...) enkla kedjebrak. Da géller det att ag < £ < ag+ 1 och
dérfor att ag = |£] och & & Z.

Bevis For dndliga kedjebrak ger sats 9 att

1
a(]:@<[ao,...,aN,ﬁ]<I£:a0—|——§a0—|—1, N > 1.

q0 q1 al

For oandliga kedjebrak ger sats 13 att

1
a0:@<£<&:a0+—§a0+1. [ |
q0 q1 ay

Definition 10 Lat a vara ett dndligt eller oéindligt enkelt kedjebrak. Med den n:e full-
standiga konvergenten, n < N i det dndliga fallet, skall vi mena virdet a), = [ap,...,aN]
respektive a), = [an, anyi1, .- ].

Sats 15 Lat £ vara virdet av ett enkelt kedjebrak a. Da &r
£:a67 ngn—la/n = [a07"'>an—17a/n]7 n = 17

dar vi som vanligt antar, att n < IV, om a &r dndligt.



Bevis Det foljer av sats 11, att [ag,...,an—1,a,] = Rp_1a,. I det dndliga fallet foljer
pastaendet nu av att £ = [ag, ..., an—1,a,] enligt sats 6. I det oéndliga fallet foljer det att
¢ = R,_1al,, om vi later N — oo och anvénder att ( — R,,_1( ér en kontinuerlig funktion
pa intervallet (0,00). ®

Sats 16 Antag att [ag,...,an,&| = [bo,...,bn, (], dér (ag,...,an) och (bg,...,by) &r
enkla kedjebrak och & > 1 och ¢ > 1 ér reella tal. Da &r (ag,...,an) = (bg,...,bn) och
¢ = (. Det giiller ocksa att £ = ¢, om [¢] = [(].

Bevis Vi anvénder induktion éver N. Vi noterar att heltalsdelen av [ag,&] dr ag, om
€>1.0m¢ >1o0ch >1, foljer det att ag = by, och dérfor ér £ = (. Om €= =1, &r
pastaendet trivialt. Om en av & och ¢ &r lika med 1 och den andra storre dn 1, sa kan det
inte gilla att [ag,&] = [bo, (]. Pastaendet &r alltsa sant da N = 0. Antag nu att pastaendet
ar sant da N < M, dar M > 1, och att [ag,...,an,&] = [bo,-..,bu, C]. Da dr

lao, [a1,. .., an €] = [bo, b1, - - -, bar, C]]

varfor ag = by och [ay,...,ap,&] = [b1,...,ba,C]. Induktionsantagandet ger nu att
(a1,...,apr) = (by,...,bar) och € = (. Det sista pastaendet i satsen dr trivialt. m

Sats 17 Kedjebraken forutséitts vara enkla.
1. Om [ao,... ,aN] = [b(),... ,bN], sa, ar (ao,... ,aN) = (b(),... ,bN).

2. Om [CL(),...,QN] = [bo,...,bM], M>N,saarM=N+1,byy =1, ay =by +1,
och om N > 0, Sa, 4r (ao,...,aN_l) = (bO,---abN—l)-

3. Ett dndligt och ett odndligt kedjebrak har inte samma vérde.

4. Om tva odndliga kedjebrak har samma virde, ar de lika.

Bewvis Vi anviénder sats 16 i samtliga fall.

1. Pastaendet foljer direkt av satsen.

2. Det géller att ay = [by,...,by], ochom N > 0, att (ag,...,an—1) = (bo,...,bn—1).
Om M > N + 1, eller by > 1, ér detta inte mojligt, eftersom [by, ..., bas] da inte dr ett
heltal.

3. 0m [ag,...,an] = [bo,b1,...],sd &r ay = [bn,bN+1, ... ], vilket &r omdjligt, eftersom
[bn,bN+1,- -] inte dr ett heltal.
4. Om [ag,a1,...] = [bo,b1,...], sa &r (ao,...,an) = (by,...,by) och aj, = by, for

alla naturliga tal n. I synnerhet ar a,, = b,. R

Sats 18

1. Varje rationellt tal dr virdet av precis tva olika enkla dndliga kedjebrak, ett med ett
jamnt antal konvergenter, ett med ett udda antal.

2. Varje irrationellt tal 4r virdet av precis ett enkelt oéndligt kedjebrak.

3. Virdet av ett enkelt dndligt kedjebrak &r rationellt. Virdet av ett enkelt odndligt
kedjebrak &r irrationellt.



Bevis 1. Det foljer av sats 17 att ett rationellt tal inte &r virdet av fler &n tva olika enkla
kedjebrak. Om £ € Z, sa ar £ = [¢] = [€ — 1, 1], varmed pastaendet &r bevisat i det fallet.
Om ¢ <loch &g Z,saér & =ag+1/¢ = [ag,(], ddr ag = |£], och ¢ > 1. Om an > 2
och (ag,...,an) &r enkelt, sa &r ocksa (ag,...,any — 1,1) ett enkelt kedjebrak.

Det ricker darfor att vi visar att varje rationellt tal £ > 1 &r virdet av ett enkelt
kedjebrak (ag,...,an), i vilket ag > 1 och ay > 2. Vi kan skriva & = m/n, ddr m >n > 0
ar heltal. Vi visar pastaendet med induktion éver n. Om n = 1, &r £ > 2 ett heltal, och
¢ = [£]. Antag att pastaendet dr sant, da £ = p/r och 1 <r <n. Om & =m/n > 1 ir ett
heltal, vet vi att pastaendet ar sant. Annars ger divisionsalgoritmen att m = gn + r, dar
1<r<n Om¢=n/r,sadr (>1. Viharatt { =¢q+ 1/ = [q,(], och pastaendet fsljer
av induktionsantagandet.

2. Om ¢ &r irrationellt, sa dr ¢ = £ — |&] irrationellt, och dérfor ocksa 1/¢. Definiera
talfoljderna (a,) och (&) rekursivt genom

1

B gn—l — Qp—1

50 = 57 ap = L&]Ja gn ,  Qp = LfnJ, n > 1.

Att ag € Z, &, > 1 och a, € Z;, da n > 1, kan visas med induktion. Vi visar att

g = [a07 e aan7£n+1]7 dan > 0.Dan = 07 ar [(1(], s aan7£n+1] = ngvgl] = L£J+£_[£] = g
Antag att pastaendet dr sant dan =m — 1> 0. Da ar

[(1(], <o Oy, £m+1] = [(1(], <oy Om—1, [am7 gm-i—l“ = [a07 s aam—lagm] = f
Pastaendet foljer av induktionsprincipen. For det enkla oéndliga kedjebraket (ag,aq,...)
géuer att Pn = pn(CLOy <oy An, €n+1) och gn = Qn(CLO: <oy Any, €n+1)' Om C = [a07 at, ... ]7

galler det att

@<§<p—2n+l, @—)C da n — oo, p—2"+1—>C da n — oo,

q2n q2n+1 q2n q2n+1
och det foljer att £ = (. Entydigheten foljer av sats 17.
3. Det forsta pastaendet &r sjilvklart. Det andra foljer av att om virdet av ett enkelt
odndligt kedjebrak vore rationellt, skulle detta virde ocksa vara virdet av ett enkelt dndligt
kedjebrak, vilket motsiger sats 17. m

Avstandet fran virdet till en konvergent

Sats 19 Lat & vara virdet av ett enkelt odndligt kedjebrak och p,, /g, en konvergent. Da
géller det att

1
‘5 _ Bl —-
Qn n
Bevis Det géller enligt sats 13 att
Pn E< Pl eller Pnil E< Pn
n qn+1 dn+1 dn
Darfor ar
‘5_ Po| _|Pogt o) [Pnirtn —Potnsa| _ L iz
qn dn+1 dn dndn+1 dndn+1 dn

enligt korollarium 2 och sats 10. =



Sats 20 Lat £ vara viirdet av ett enkelt odndligt kedjebrak. For varje n € N giller minst
ett av pastaendena

1

a
205,11

1
243,

q2n

<

‘g_p2n

och ‘ € - DP2n+1
q2n+1

Bevis Om péastaendet ar falskt, giller det enligt korollarium 2 att

1
_ Pont1 P2n _ P2n+1 _§+

b 1 1
@ng2n+1  @2n+1 G2n Q2n+l Gn 203,

+ a9
243,

vilket ger att (gant1 — q2n)? < 0. Detta #r bara majligt, om n = 0 och a3 = 1, och d& #r
qo = q1 = 1. I detta fall &r

!
b1 Qg 1 1 1
0<? e—ap+1—(ao+ = <=,
Q ¢ 0 (0 1+a’2> 1+dy 2 2¢?

vilket visar att pastaendet &r sant dven i detta fall. m

Sats 21 Antag att p och g # 0 &r heltal, att £ dr ett irrationellt tal och att

P 1
-2 < =
‘5 q‘ 242

Da #r p/q en konvergent till det enkla kedjebrak, vars virde &r &.

Bevis Det géller att

P oe
P =",
q q
diar 0 < § < 1/2 och e = +1. Om p/q é&r ett heltal, och e = —1, sa dr p/q = |£] , och vi
ar klara. Annars ger sats 18 att p/q = [ag, ..., ay] dr virdet av ett enkelt kedjebrak, for
vilket n > 1 och ¢ = (—1)"~!. Definiera nu talet ¢ genom & = R,,(, dir
Rn — |:pn pn—1:|
qn dn—1
ar den n:e konvergentmatrisen till (ag,...,ay). Da dr p,/q, = p/q, och
0 _Pn_,_ Pn_ PaCHPn1 _ Pndn-1 — Pn-1Gn _ £
@ @l + -1 @@+ an-1) @@+ qn-1)’
varav .
(=r-I=lo9 11,
O  n

Eftersom ¢ = [ag,...,an,(], ger sats 16, att p,/q, = p/q dr den n:e konvergenten i det
enkla kedjebrak, vars virde 4r £. m

Modulirt ekvivalenta kedjebrak

Sats 22 Om & = [ag,aq,...] dr virdet av ett enkelt odndligt kedjebrak, sa géller det att
¢ ~ al, for alla naturliga tal n.

Bevis Att £ ~ ) #r trivialt, och om n > 1, #r £ = R,,_1a},, och R,,_; € GL(2,Z). m



Lemma 1 Antag att £ = [ag,a1,...] dr virdet av ett enkelt odndligt kedjebrak, att ¢ > 1
ar ett irrationellt tal, och p, ¢, r och s &r heltal, sddana att ¢ > s > 0 och

R:B QGGMZE

Om det giller att { = R(, sa ér R = R,, och ¢ = a;,; fér nagot positivt heltal n.

Bevis Talet p/q &r inte ett heltal, eftersom ¢ > 1 och (p,q) = 1. Enligt sats 18 &r
p/q vérdet av tva enkla dndliga kedjebrak, ett med ett udda antal och ett med ett jaimnt
konvergenter, och antalet konvergenter &r i bada fallen minst 2. Vi kan alltsa vélja ett enkelt
kedjebrak b = (b, ..., by), sadant att det R = (—1)""! och p/q = [bo, ..., bn] = Pn/qn, diir
vi med p,/qy, hir avser den n:e konvergenten till b. Eftersom (p,,q,) = (p,s) =1, ¢, > 0
och ¢ > 0, sa ar p = p, och ¢ = ¢q,. Vi far att

Pns — qur = ps — qr = (=1)""' = pugn-1 — Pp-14n-
Detta ger att ¢, | pn(s — gn—1), och eftersom (p,,q,) = 1, att ¢, | (s — ¢n—1). Eftersom
—dn < —Gn—-1<8—=qn-1 < qn — Gn-1 < Qn,

maste det galla att s — ¢,_1 = 0, varav s = ¢,,_1 och r = p,,_1. Vi far alltsa att

pnC"i_pn—l
St e N TR Wl
6 an + qn-1 [ 0 " C]
Vi har att £ = [ao, ..., an,a),, 4], och sats 16 ger att { = a;,,, och [ag, ... ,an] = [bo, ..., by].

Det géller alltsa ocksa att p,—1/gn—1 och p,/qy, dr den (n — 1):a och n:e konvergenten till
(ag,aqy...). W

Sats 23 Lat £ = [ag,a1,...] och { = [bg,b1,...] vara virdena av tva enkla o#indliga
kedjebrak. Da giller det att £ ~ ¢, om och endast om a), = b/, f6r nagra naturliga tal
m och n.

Bevis Om al, = b, giller det att & ~ a,, ~ b, ~ (. Antag nu att £ ~ (. Da dr ( = R,
dér

R:E ﬂecuzm.

Eftersom R¢ = (—R)E, kan vi antaga att ¢€ +d > 0. Om vi séitter S,, = R, (ag,aq,...),
sa dr & = Sp,_1a), for varje heltal n > 1. Vi far att ( = RS,_1a,. Om p,/q, ir den n:e
konvergenten till (ag,aq,...), sa ar

RS o |:en—1 fn—1:| _ |:apn—1 + an—l apn—2 + an—2
n—1 = =
In—1 hn—1 Pp-1+dgn—1 cpp—2+dg,—2

Enligt sats 19 finns det tal 6,, n =0,1,..., sadana att |d,| < 1 och

on
Pn=8qn + —.
Vi far att
COp— COp—
n—1 = (€ + d)gn—1 + p 11, hp—1 = (c€ +d)gn—2 + . 22
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Eftersom ¢, — oo da n — oo, sa géller det for alla stora n, att h,_1 > 0. Vidare &r, enligt
sats 10, ¢p—1 — gn_2 > 1, om n > 3. Det foljer att

C(Sn—l C(Sn—Z C(Sn—l C(Sn—Z

> (c€+d)+ ,
Gn—1 qn—2 dn—1 qn—2

9n—1 — hn—l = (Cg + d)(Qn—l - Qn—2) +

om n > 3, och vi ser att g,—1 > h,—1 > 0 for alla stora n. Enligt lemma 1 &r alltsa a),
ocksa en fullstéindig konvergent till (bg, by, ... ) for alla tillriackligt stora n. m

Kroppen Q(vd)

Definition 11 Ett heltal d # 1 séges vara kvadratfritt, om det inte for nagot primtal p
giller att p? | d.

Sats 24 Om d #r ett kvadratfritt heltal, och 22 = d, sa #r x irrationellt.

Bevis Omd < 0, ir pastaendet trivialt, eftersom ekvationen 22 = d d4 saknar reella rotter.
Antag att d > 2. Enligt aritmetikens fundamentalsats &r d = p; ... p, en produkt av olika
primtal. Om z € Q, sd dr x = a/b fér nagra heltal a och b. Det giller da att db® = a?. I
primtalsfaktoriseringen av db? forkommer p; ett udda antal ganger och i faktoriseringen
av a? ett jimnt antal ganger. Eftersom detta strider mot aritmetikens fundamentalsats,
dr satsen bevisad. W

Definition 12 Lat d vara ett kvadratfritt heltal. Vi betecknar med Q(v/d) mingden
{z +yVd; z,y € Q}, dér V/d ir en godtycklig rot till ekvationen z? = d.

Vi noterar att definitionen inte beror pa vilken av rétterna x1 och zo vi véljer, eftersom
Tr1 = —I2.

Sats 25 Om d ar ett kvadratfritt heltal, sa &r Q(\/E) en kropp och ett tvadimensionellt
vektorrum 6ver Q.

Bevis Eftersom 0, 1 och —1 &r element i Q(\/E), riacker det att visa att o+ 3 och af
tillhér Q(v/d), om a och 3 tillhér Q(v/d), och att 1/a € Q(Vd), om a € Q(v/d)\{0}.
Om o = x + yvd och B = z + wV/d, foljer detta av att o+ 8 = (z + 2) + (y + w)Vd,
aff = xz + dyw + (zw + y2)Vd, och

—_

-t L

a 22—dy? 22—dy?

Eftersom d &r kvadratfri, s dr 22 — dy? = 0, bara da x = y = 0, vilket betyder att o = 0.
Eftersom v/d ir irrationellt, sa éir 1,/d en bas for Q(v/d) éver Q.

Definition 13 Om a = z 4+ yVd € Q(\/E), definierar vi konjugatet, sparet och normen
av o genom

o =z —yVd, Sp(a) = a+d = 2z, N(a) = ad’ = 2% — dy>.
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Sats 26 Det giller att
1. a+ o dr en automorfism pa Q(vVd),
2. a + Sp (a) dr en grupphomomorfism Q(vVd) — Q,
3. a+ N(a) ér en grupphomomorfism Q(vd)* — Q*,
4. o = a, om och endast om o € Q.

Bevis Alla pastaenden ér direkta konsekvenser av definition 13. m
Sats 27 Om d och e ir olika kvadratfria tal, sa ir Q(vd) N Q(ve) = Q.

Bevis Antag att o = x + y/d = z + wy/e, dir x, y, z och w #r rationella tal. D4 r
(x — 2)? = (wye — yVd)? = y?d + w?e — 2ywVdy/e.

Om yw # 0, kan vi 16sa ut v/dy/e, kvadrera och fa att de = a? for nagot heltal a. Eftersom
d och e ar olika kvadratfria tal, finns det ett primtal, som férekommer precis en gang i
faktoriseringen av de. Det maste darfor gilla att yw = 0. Detta visar att y = 0 eller w = 0,
varfor c € Q.

Efter sats 27 kan vi tala om konjugatet, sparet och normen av ett tal i |JQ(v/d), dér
unionen tas over alla kvadratfria heltal, utan att referera till d.

Definition 14 Om v/d betecknar den positiva kvadratroten, da d > 0, och Vd = i |d],
da d < 0, definierar vi Rat a = z och Irra = y, om a = z + yV/d.

Kvadratiskt irrationella tal

Definition 15 Med diskriminanten D(p(t)) av o(t), dir o(t) = at® + bt + ¢ € Z[t], skall
vi mena talet b? — 4ac.

Definition 16 Med ett kvadratiskt irrationellt tal menas ett tal « € C\ Q, sadant att
¢(a) = 0 for ndgot polynom ¢(t) = at® + bt + ¢ € Z[t].

Sats 28 Lat a € C. D4 ér a kvadratiskt irrationellt, om och endast om a € Q(vVd) \ Q
for nagot kvadratfritt heltal d.

Bevis Antag forst att « dr kvadratiskt irrationellt. Da &r « nollstélle till ett polynom
(,D(t) =at’ +bt+ce Z[t]. Om D = D((p(t)), sa ar darfor

—b++vVD
2¢

Eftersom o ¢ Q, sa kan inte D vara ett kvadrattal, och dérfor #ir D = e2d, dir e &r ett
heltal och d #r kvadratfritt. Detta visar att o € Q(v/d).
Antag nu att o € Q(v/d) \ Q. Det giller enligt sats 26 att

(t—a)(t —a') =t* — (Sp (@)t + N(a) € Q[t].

o =

Det finns dérfor heltal a, b, ¢ och e, sddana att
o(t) = e(t —a)(t — o) = at? + bt + c € Z[t],

och det giller att (o) =0. m

12



Sats 29 Varje kvadratiskt irrationellt tal a dr nollstélle till ett entydigt bestdmt polynom
@(t) = at® 4 bt + c € Z[t], om vi kréver att (a,b,c) =1 och a > 0.

Bevis Om det finns tva sadana polynom ¢(t) och ¢(t), sa dr bada irreducibla 6ver Q.
Diarfor finns relativt prima heltal e och f, sadana att ep(t) = fi(t), och det foljer av
forutsdttningarna att e = f = 1. m

Definition 17 Om « ir kvadratiskt irrationellt, sa betecknar vi polynomet ¢(t) i sats 29
med p,(t).

Sats 30 Om 9(t) € QJt], och ¥(a) = 0, dér « dr ett kvadratiskt irrationellt tal, sa &r
P(a) =0.

Bevis Antag att ¢(t) = xt? + yt + 2, dér o, y och z #r rationella tal. D& #r
() =z(@) +yd + 2z =2+ 9y + 2 = (xza® +ya+2) = (W) =0
enligt sats 26. W

Sats 31 Antag att v € k = Q(V/d), och lat ¥ : k — k vara den lineiira avbildning, for
vilken U(§) = ~¢&, £ € k. Dess karakteristiska polynom &r

P(t)=(t—)(t—9")=t>=Sp(y)t+ N(v)
och har rationella koefficienter.

Bevis Antag att «, 8 dr en bas for k 6ver Q. Da dr ¥(a) = za+yfS och ¥(8) = za+wf
for nagra rationella tal x, y, z och w. Avbildningens matris med avseende pa basen «, 3
ar lika med )

x oz

L/ w)’

och dess karakteristiska polynom v (t) = (x — t)(w — t) — yz har rationella koefficienter.

Det giller att )
ol _[w—=r —y]lz—v vy |[a
wl-tz e
T — Yy al  |rza+yB—vya| |0
2 w—x||B8| |zat+wB—~B] |0]’

vilket visar att 1(vy) = 0. Om ~ &r irrationellt, foljer det att ¢ (v') = 0, och pastaendet
foljer av faktorsatsen. Om v € Q, sd ér x = w =y och y = z = 0, varfor ¢¥(t) = (t—~). &

och

Moduler

Definition 18 Lat A vara en additiv undergrupp av Q(v/d ). Vi séiger att A éir en modul,
om A = (a, 3) = {zxa+yB; z,y € Z} for nagra element o och 3 i Q(v/d), och det giller
att o och (8 &r lineért oberoende dver Q.

Sats 32 Om A = (o, 3) dr en modul, och a och (8 dr lineért oberoende, géller det att
varje element v € A kan skrivas 7 = za + yf med entydigt bestdmda heltal x och y.

Bevis Om v =za+ yf = za+ wf, sa ér (x — z)a+ (y — w)B = 0. Eftersom « och 3 ar
lineért oberoende, ir x —z2 =y —w=20. W
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Definition 19 Om A ir en modul, och ¢ € Q(v/d), definierar vi £A = {&y; v € A}.
Sats 33 Om A &r en modul, och £ # 0, sa adr £A en modul.

Bevis Om A = (a, 3), didr a och (3 ér lineért oberoende 6ver Q, sa dr A = (€a, ), och
&a och &0 ar linedrt oberoende, eftersom & £ 0. W

Definition 20 Om A ir en modul, definierar vi A’ = {+/; v € A}.
Sats 34 Om A ir en modul, sa dr A’ en modul.

Bevis Man inser litt, att om o och 3 dr linedrt oberoende, sa ar o och 3 linedrt obero-
ende, och om A = (o, 3), sa éir A" = (/,5). =

Definition 21 Om A och B ir moduler, och A = ¢B, for nagot £ # 01 Q(v/d), siger vi
att A och B ar ekvivalenta och skriver A ~ B.

Sats 35 Ekvivalens mellan moduler ar en ekvivalensrelation.

Bevis Det giller att A = 1A, vilket visar att A ~ A. Om A ~ B, sa &r A = ¢B, dar
£ # 0. Det foljer att B = ¢ 1A, varfor B~ A. Om A~ B och B ~ C, sa &r A = (B och
B = (C. Det foljer att A = £CC, vilket visar att A~ C. m

Ordningar

Definition 22 En ordning i Q(\/E) ar en modul, som innehaller 1, och &r en underring

till Q(Vd).

Sats 36 Om Q ir en ordning i Q(v/d), och v € Q, sa giller det att Sp(y) och N(y) ar
heltal.

Bevis Antag att Q = («, 3), dir « och [ dr linedrt oberoende 6ver Q. Da dr «, 3 ocksa en
bas for vektorrummet Q(v/d) éver Q. Om ¥ ér avbildningen, definierad genom ¥ () = ~¢,
sa giller det att U(a) = za + yB och ¥(B) = za + wp for nagra heltal z, y, z och w,
eftersom ya och v/ dr element i 2. Avbildningens karakteristiska polynom 1 (t) har darfor
heltalskoefficienter, och pastaendet foljer av sats 31. m

Definition 23 Vi definierar Q = {¢ € Q(Vd); Sp(¢) € Z, N (&) € Z}.

2

Lemma 2 Om Sp (w) och N(w) &r heltal, sa dr w® = aw + b f6r nagra heltal a och b.

Bevis Polynomet ¢(t) = (t — w)(t — ') har heltalskoefficienter, och p(w) =0. =
Sats 37 Q #r en ordning, och Q = (1,w), dér
1++d

w= 2 7
Vd, omd=2 (mod4), eller d=3 (mod 4).

omd=1 (mod 4),
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Bevis Antag att £ = x + yvd € Q, dir  och y #r rationella tal. Da &r 2z och 22 — dy?
heltal. Sétt m = 2x, och antag att y = p/q, dir p och ¢ > 0 &r relativt prima heltal. Da
giller det att
m?  dp?
T — q—2 =rc Z,
och 4dp? = ¢*(m? — 4r). Om p = 0, s &r r = 1. Eftersom (p,q) = 1, giller det i vilket
fall som helst att ¢ | 4d, och eftersom d #r kvadratfritt, att ¢ = 1 eller ¢ = 2. Dérfor dr
y=n/2, dir n € Z. Att

N(§) = €Z

m?  dn?
4 4
ar ekvivalent med att

m? —dn®>=0 (mod 4).

Eftersom d ar kvadratfritt, sa &r d # 0 (mod 4).
Antag att d = 1 (mod 4). Da giller det att m? = n? (mod 4), vilket dr ekvivalent med
att m =n (mod 2), sa att m = n + 2k, for nagot heltal k. Darfor ar

—I-g\/a:k%—nlg\/E.

m
2

g =
Omvint, om £ dr av denna form, sa géller det att Sp (§) = 2k +n € Z och

N(€) = <k:+n1 +2\/a> (kz—l—nl _2*/3

ey,

1_
>:k‘2—|—nk‘—|—n2 1

eftersom d =1 (mod 4). I detta fall iir alltsd Q = (1,w), dér

1+d

w = .

2

Antag att d = 2 (mod 4) eller d = 3 (mod 4). Om n #r udda, sa ir n? = 1 (mod 4), och
d = m? (mod 4). Detta ger att d = 0 (mod 4) eller d = 1 (mod 4), vilket strider mot
forutsittningarna. De maste alltsa gilla, att n #r jimnt, sa att n? = 0 (mod 4), och detta
visar att ocksd m dr jimnt. Dérfor dr bade = och y heltal. Det foljer att Q = (1,w), dir
w = +d.

Det &r klart att £ #r en modul, och efter lemma 2 ocksa att Q &r en ring. m

Sats 38 Lat w vara som i sats 37. Om f &r ett positivt heltal, sa & Qf = (1, fw) en
ordning i Q(v/d), och varje ordning i Q(v/d) ér av formen € 7 for nagot positivt heltal f.

Bevis Eftersom fw € €, sa dr Sp (fw) och N(fw) heltal. Det foljer av lemma 2 att Q;
dr en ring. Lat Q vara en ordning i Q(v/d). Da ir Q C Q enligt sats 36. Varje element i
Q ar darfor av formen x + yw, dir x och y ar heltal. Eftersom  dr en ring, sa géller det
att Z C Q. Det kan inte vara sa, att Q = Z, eftersom {2 innehaller tva lineirt oberoende
element. Det finns darfér ett minsta positivt heltal f, sadant att fw € Q. Om z + yw € Q,
sa kan vi dividera y med f, och fa att y = qf + 7, dir 0 < r < f. Det giller da att
T+ yw —x — qfw = rw € Q, och det &r mojligt bara om r = 0, eftersom f &r minimalt.
Det giller alltsa att z +yw =2 +qfw € Q. =
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Korollarium 3 Om Q ér en ordning, och v € €, sa giller det att 7/ € Q.
Bevis Pastaendet foljer av att (fw) € Qy. m

Lemma 3 Lat «, 3, v och 7 vara element i Q(v/d ), och antag att

o=zl =P e

Da &r Sp (a?) Sp (6%) — (Sp (a8))? = Sp (v*) Sp (n*) — (Sp (vn))>.
Bevis Det géller att

Sp (?) = p*Sp (v?) + 7% Sp (n*) + 2pr Sp (),

Sp (6%) = ¢* Sp (v?) + s* Sp (n?) + 2¢s Sp (),

Sp (aB) = pgSp (v*) + rsSp (7*) + (ps + qr) Sp (7).
Man ser att

Sp(a?) Sp(aB)]  ,[Sp(v*) Sp(v)] .
Sp () Spw?)] _R[Sp(w) sp ()|

och péastaendet foljer av produktsatsen for determinanter. m
Sats 39 Om (o, 3) = (v,n) dr en ordning, sa &r
Sp (a®) Sp (5%) — (S (a3))* = Sp (+*) Sp (n*) — (S (v1))*.
Bewvis Det finns en matris R, som i lemma 3, och darfor foljer pastaendet av lemma 3. m
Definition 24 Med diskriminanten D(2), dér € &r en ordning, skall vi mena talet
Sp (a®) Sp (6°) — (Sp (af3))?,

déir @ och B dr element i Q(V/d), sadana att Q = (a, B). Vi definierar ocksa D; = D(Qy),
fez,.

Sats 40 Om d =1 (mod 4), s ir Dy = f2d, och om d = 2 (mod 4) eller d = 3 (mod 4),
sa dr Dy = 4f2%d.

Bevis Antag att d =1 (mod 4). Da ar

Sp(w):Sp<1+2\/E> =1, Sp (w?) = Sp (ﬂ—l-ﬁ) Zlii,

4 2 2
varav 1 d
Sp (12)Sp ((fw)?) = (Sp(1- fw))? =2 f2- =25 = f* = fd

Om d =2 (mod 4) eller d =3 (mod 4), sa dr
Sp(w) =Sp(Vd) =0,  Sp(w?)=Sp(d) = 2d,
och Dy = 4f%d. m

Vi noterar att en ordning &r entydigt bestdmd av sin diskriminant.
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Sats 41 Om () &r en ordning, och € € €, sa giller det att € &r inverterbart i ringen 2,
om och endast om N (e) = +1.

Bevis Om ¢ ar inverterbart, sa finns det ett element § € (2, sadant att de = 1. D4 ar
N(§)N(e) = N(ée) = N(1) = 1, och det foljer att N(e) = %1, eftersom N(0) och N(e)
bada dr heltal. Omviint, om N(g) = +1, sa ér e’ = +1, och eftersom +¢’ € Q enligt
korollarium 3, sa &r ¢ inverterbart. m

Sats 42 Da d = —1 och f =1, &r de inverterbara elementen i {2y 1 och +i. Da d = -3
och f = 1, &r de %1 och (&1 +iv/3)/2. Fér 6vriga viirden pa d < 0 och f #r de enda
inverterbara elementen +1.

Bevis Vi noterar att N(¢) > 0, da ¢ € Q(Vd) och d < 0. Sitt ¢ = x + yfw, och
antag att € dr inverterbart. Da &r N(¢) = 1. Antag att d < 0 och d = 1 (mod 4). Da ar
w = (1+Vd)/2, och

N(e) = 22 +ayf(w+w) +y2f2ww'

L+d  (e+yf)*+y°f2d
:a:2—|—a:yf+y2f2 4”:(33 yf)4 nyEO.

Om y =0, sa ar x = %1.

Antag att y # 0. Om f > 2, s ar y2f2|d| > 12, eftersom d < —3. Om f = 1 och
d < —7, s& #r y2f2|d| > 7. 1 dessa fall dr alltsa &1 de enda inverterbara elementen. Antag
att d = —3 och f =1. Da &r

2z +y)% + 3y?

N(s):( 1

Det giller alltsa att y = +£1, och 2z +y = +1. Férutom =1, dr alltsa ocksa (1 4 iv/3)/2
inverterbara.

Antag nu att d < 0, och d = 2 (mod 4) eller d = 3 (mod 4). Nu ér w = V/d, och
N(e) =22+ 9y2f%d| > 0. Om y =0,sa éir v = £1. Om y # 0, och d < —1 eller f > 1, sa
ar N(e) >1.0my#0,d=—1och f=1,saér N(e) =1, baradaz=00chy=+1. =

Sats 43 Om d > 1, sa finns det ett inverterbart element € > 1 i Qf, sadant att varje
inverterbart element i Q¢ #r av formen +&" for nagot heltal n. Det giller att e = (1++/5)/2,
om d = 5och f = 1. Annars &dr ¢ = z+yfw f6r nagra relativt prima positiva heltal x och y.
Om 7 = z+wfw > 1 dr inverterbart, sa dr x < zoch y < w. Om N(g) = 1,sa ér N(n) =1

for alla inverterbara element 7. Om N(e) = —1, sa dr N(£e") = 1, om och endast om n
ar jamnt.
Bewvis Vi visar forst att det finns ett inverterbart element n > 1. Sétt o = fw och £ = —d/.

Da ér & > 0. Lat (ag,ay,...) vara kedjebraket vars virde ér &. Enligt sats 13 dr ag > 0,
och darfor ar p, > 0 och gp11 > ¢, > 0, da n > 1, enligt sats 10. Enligt sats 19 géller det
att

-2
an

1
n

Det finns alltsa oéindligt manga olika par (p,q) av positiva heltal, sadana att

1
-t
q q
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Olikheten ger att

_P
- :

1
5/—£‘<—2
q q

s’—ﬂ'

varav

[(p + qa)(p + qa’)| = |(¢€ — p)(¢€’ —p)| <

¢-Ll<te-erfi-L <g-gn
q q

Eftersom N(p+ qa) = (p+qa)(p+qa’) € Z, sa finns det ett heltal m och oéndligt manga
par av positiva heltal (p,q), sadana att |m| < [¢' —&| + 1 och N(p + ga) = m. Det finns
déarfor tva olika par (p, q) och (r,s) av positiva heltal, sadana att

p=r (modm), g=s (mod m), N(p+qa) = N(r+ sa) = m.
Eftersom a > 0, kan vi vilja talen p, ¢, r och s sa, att 0 < r + sa < p + ga. Da &r

77=p+qa > 1,
T+ sa

och N(n) = 1. Att n € Qy foljer av att

_p—i—qa_l_p—r—i-(q—s)a_mg+mha
Cr+4sa N r+ s« 4 sa
~ m(g + ha)(r + sa)

(r 4+ sa)(r + sa)

n—1

= (g + ha)(r + sa’)

for nagra heltal g och h.

Lat nun = x+yfw vara ett godtyckligt inverterbart element i {2y, sadant att n > 1. Det
giller att w—w’ > 0. Eftersom nn’ = +1, sa ér i’ < 1, vilket ger att y f (w—w') = n—n' > 0.
Detta visar att y > 0. Da d = 2 (mod 4) eller d = 3 (mod 4), sa ir fu' = —fVd < —1.
Da d=1 (mod 4), ér fu' = f(1 —+/d)/2 < —1, utom da d = 5 och f = 1. I detta fall &r
fw' < 0. Eftersom |z + yfw'| = 0| < 1,sa dr z > 0, utom da d = 5 och f =1, i vilket
fall z > 0.

Det finns alltséa ett minsta inverterbart element ¢ > 1. Om d = 5, f = 1, sa ar
e=0+1-w=(1++/5)/2, och det giller att N(n) = —1. Annars ir ¢ = x + yfw, dir
x och y &r relativt prima positiva heltal. Lat ater n > 1 vara ett inverterbart element. Da
dr 1 <e <. Lat n vara det storsta positiva heltal, for vilket e” < 7. Da dr 1 < n/e" < ¢,
och dérfor &r n = ™. I annat fall & ndmligen n/e" inverterbart, och 1 < n/e" < ¢, vilket
strider mot att £ & minimalt. Om 0 < 7 < 1 &dr inverterbart, sa #r 1/n7 > 1 inverterbart,
och darfor ar n = €™ for nagot negativt heltal n. Om n < 0 &r inverterbart, sa ar —n > 0
inverterbart, och darfor d&r n = —&™ for nagot heltal n.

Om p ir ett primtal, som delar x och y, sa giller det att p? delar N(z + yfw). Detta
visar att x och y dr relativt prima. Det sista pastaendet i satsen ar sjilvklart. m

Definition 25 Vi kallar talet € i sats 43 for det fundamentala inverterbara elementet i {2 ¢.

Sats 44 Antag att d > 1. Om € = z 4+ yfw dr det fundamentala inverterbara elementet
i Qy, sa ér z/y en av konvergenterna p, /gy, till det kedjebrak, vars virde ér —fw’. Om
N(pp + qufw) = %1, och N(pi + qpfw) # £1, da k < n, sd ir = p,, ¥ = ¢. Aven
da d = 1 (mod 4), och Q = (1, fV/d), sa giller det for det fundamentala inverterbara
elementet 4y fVdiQ, att /y &r en av konvergenterna i kedjebraket, vars virde ér f V.
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Bevis Om d =5och f =1,s44r 0 < —fw' = (v/5—1)/2 < 1. Det foljer att ag = 0
i kedjebraket, varfor pg = 0 = x, och ¢y = 1 = y. Antag i fortsittningen av beviset att
d # 5 eller f # 1. Det géller att

T+ yfu
Y

E—l—fu/
Y

_‘N(az—i—yfw)‘_ 1

y(@+yfo) | yle+yfo)

Om d = 1 (mod 4), sa #r fw > 2, varav y(z + yfw) > y?fw > 2y Da d = 2 (mod 4)
eller d =3 (mod 4), #r w = V/d, och d > 2. Eftersom N(z + yfw) = 22 — 3% f2d = %1, sa
ar 22 > 2 f2d — 1 > y?d — 1 > y?>d — y?, varav = > y/d — 1. Detta ger att

y(z + yfw) = y(x +yfVd) > y(yVd — 1+ yVd) > 24>

I bada fallen giller det alltsa att

1
< —5.

x
— + fw/
‘ y 2y?

Att z/y dr en konvergent foljer nu av sats 21. Enligt sats 10 &r p,, stringt viixande, och
eftersom x och y #r minimala positiva heltal, f6ljer det att x/y &r den forsta konvergenten
Dn/qn, for vilken N(p, + ¢, fw) = £1. Eftersom (x,y) = (pn,qn) = 1, och alla fyra talen
Ar positiva, sa dr x = p, och y = ¢,. A

Koefficientringar

Definition 26 Koefficientringen Q4 till en modul A &r Q4 = {¢€ € Q(Vd); (€A C A}.
Sats 45 Om A &r en modul, sa géller det att 1 € Q4, och Q4 dr en underring till Q(\/E)

Bevis Sjialvklart géiller det att 1 € 4, och att « — 8 € 24 och aff € Q4 , om « och 3 &r
element i Q4. M

Sats 46 Om () 4r en ordning, sa ar Qg = 2. Om A och B ir ekvivalenta moduler, s& ar
Q4 =Qp.

Bevis Om & € (), sa galler det att £Q C , eftersom €2 &r en ring. Om £Q C Q, sa géller
det att &€ = £ -1 € Q. Detta visar att Qo = Q. Antag att A = (B. Da #ir B = ("'A. Om
£ € Q4 och B € B, sa giller det att « = (G € A. Det medfor att o = (€6 € A, varfor
&6 € B. Det giiller alltsa att Q4 C Qp. Den omvinda inklusionen foljer av symmetri. m

Sats 47 Antag att v € Q(vV/d) #r irrationellt. Om ¢, () = at? + bt +c och A = (1,7), sa
dr Q4 = (1,a7) en ordning, och D(Q4) = D(p,(t)) = b* — 4ac.

Bevis Eftersom -y &r irrationellt, sa ar 1 och  lineért oberoende 6ver Q, och utgor darfor
en bas for Q(v/d). Antag att £ € Q4. Da giller det att €A C A, och € = 2 +yvy € Q(Vd),
dér x och y &r rationella tal. Det giller att £ -1 =z + yy € A. Eftersom A = (1,7), sa ar
x+yvy = z+wy for nagra heltal z och w, och eftersom 1 och v &r lineért oberoende ver Q,
s& #r z = z och y = w bada heltal. Eftersom ¢, () = 0, sa giller det att v> = —(by+c¢)/a.

Vi far att ;
c
y=ay+yt=-Z g (w——y>’v€A,
a a
av vilket det, som tidigare, foljer att cy/a och x — by/a &r heltal, och eftersom x och y ar
heltal, sa #r by/a ett heltal. Eftersom a | by, a | cy och (a,b,c) = 1, sa giller det att a | y.
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Detta visar att £ € (1,a7). Om £ € (1,a7), sa dr & = x + yay, didr x och y &r heltal. Det
foljer direkt att -1 € A. Eftersom ay? = —by —c, sa giller det att &y € A. Vi har nu visat
att Q4 = (1,av), och dirfor ocksa att Q4 dr en modul och didrmed en ordning. Eftersom
(ay)? + b(ay) + ac = 0, sa ar Sp (ay) = —b, och Sp (a?y) = Sp (—b(ay) — ac) = b* — 2ac,
av vilket pastaendet om diskriminanten féljer. m

Korollarium 4 Om A &r en modul, sa ar 24 en ordning. Det géller att Q4 = Q4.

Bevis Det forsta pastaendet foljer av sats 46 och att («, 3) ~ (1,7), didr v = /a. Det
andra pastaendet foljer nu av korollarium 3. m

Element med foreskriven norm

Sats 48 Lat A vara en modul. Om A = (aq, 31) = (a2, B2), Q4 = (v1,m) = (Y2,7M2), och

R B P R

dér Ry och Ry dr kvadratiska matriser éver Q av ordning 2, sa dr |det R;| = | det Ra.
Bevis Matriserna S och T, givna av

ai Q2 72 gt
= S 5 — T 3
[ﬁj [&] [?72] M
tillhor GL (2,Z), och Ry = SRyT, varav |det Ry| = | det S|| det Ra||det T'| = |det Ro|. m

Definition 27 Lat A = («, ) vara en modul, och antag att Q4 = (v,7). Om

a v
=R\,
[ﬁ] [n]
dir R &r en kvadratisk matris 6ver Q av ordning 2, definierar vi N(A) = |det R|.

Sats 49 Lat A vara en modul. Da géller det att N(A) € Q, och N(A) > 0. Om A dr en
ordning, sa dr N(A) = 1. Det géller att N(£A) = |[N(£)|N(A).

Bevis Det forsta pastaendet foljer direkt av definitionen, eftersom R &r en inverterbar
matris med rationella element. Om A dr en ordning, sa &r {4 = A enligt sats 46, och vi kan
lata R vara enhetsmatrisen. Antag att A = («, 3). Enligt sats 31 d&r N(§) den konstanta
termen i det karakteristiska polynomet till avbildningen ¥, definierad genom W({) = &£C.
Om S! &r avbildningens matris med avseende pa basen a, 3, sa ér alltsa det S = N (£), och

5] =s 3]

Enligt sats 46 har A = (a, 3) och vA = (ya,v) samma koefficientring @ = (v, n). Om

3 =)

5] =52 ;).

varav N(§A) = |det (SR)| = | det S||det R| = [N(§)|N(A). m

sa ar
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Sats 50 Om ¢, (t) = at? + bt + ¢, sd &r N((1,7)) = 1/a.
Bevis Pastaendet foljer direkt av sats 47 m

Definition 28 Om A = (a,8) och B = (v,n) #r moduler i Q(v/d), definierar vi deras
produkt genom AB = {zay + yan + 20y + wpn; z,y,z,w € Z}.

Det &r latt att se att definitionen inte beror pa vilka baser vi anvinder i modulerna,
eftersom dvergangsmatrisen fran en bas till en annan dr unimodulér.

Definition 29 Om A ir en modul, s& definierar vi A~! genom
L

_1_
A _—N(A)A’

och kallar A~1 for inversen till A.
Sats 51 Om A dr en modul, sa giller det att AA™! = Q4, och N(A™1) = (N(A))~L.

Bevis Antag forst att A = (1,7). Da dr A" = (1,7’), och N(A) = 1/a med beteckningar
som i sats 50. Vi far att

AAT = afx +yy + 2y + w5 2y, 2w € Z}

b
af{x+yy+=z <—’y— —) —i—wg; x,y,z,w € L}

a a
={za—zb+wc+ (y — 2)ay; x,y,z,w € Z} = (1,ay) = Qu,

eftersom (a,b,c) = 1. En godtycklig modul kan skrivas A = ¢B, dir B = (1,~), och det
giller att A’ = ¢’B’. Vi har da att

NON(B), _ £N(A)

b g 8 o EEN(B)
AAT = AN = BB = o = — e = Jrp

N(A) N(A) N(A) fla =S

enligt satserna 46 och 49.
Om A = (a, ) och Q4 = (v,n), sa dr A" = (/, ') och Qa4 = (v, 77> v1lket visar att
N(A) = N(A). Sats 49 ger nu att N(A™!) = (N(A))"2N(A4) = (N(A))™!

Definition 30 Modulerna A och B i Q(v/d) kallas strikt ekvivalenta, om det finns ett
element & € Q(v/d), sadant att A = ¢B, och N(€) > 0. Vi skriver i sa fall A ~ B.

Sats 52 Om d < 0, eller om det finns ett inverterbart element ¢ € 4, sadant att
N(e) = —1, sa giller det att A ~ B om och endast om A ~ B. Om d > 0, N(¢) =
for alla inverterbara element i Q4, och A = B for nagot ¢ € Q(v/d), for vilket N(£) < 0,
sa giller det att A % B.

Bevis Om d < 0, s& dr N(£) > 0 for alla ¢ € Q(V/d), och pastaendet ar trivialt. Antag
att d > 0, N(¢) = —1 for nagot inverterbart element € i Q4, och A = ¢B, diar N(§) < 0.
Eftersom ¢ och ¢! bada #r element i Q4, sd ir A = ¢A = £B, och eftersom N (g£) > 0,
sa giller det att A ~ B. Antag att A = (B = (B, diar N(§) och N(¢) har olika tecken.
Likheten ger att B = ¢ 71¢(B = £¢™ !B, vilket visar att bade £71¢ och £(™! &r element i
Qp = Qy. Dirfor &r ¢ = £€71¢ inverterbart i 4, och N(¢) = —1. ®
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Definition 31 Elementen £ och ¢ i modulen A séiges vara strikt associerade, om & = &(
for nagot element € € Q 4, for vilket N(e) = 1. Vi skriver da § = (.

Sats 53 Strikt ekvivalens av modulelement i A &r en ekvivalensrelation pa A.
Bevis Pastaendet foljer direkt av definitionen. m

Definition 32 Om ¢ € A, dér A &r en modul, sé skriver vi £ = {¢C € A; £ = (}. Viskriver
ocksa A ={¢; £ € A}.

Sats 54 Om A &r en modul och & = (, dér  och ( dr element i A, sa &r N(&) = N(().

Bevis Det finns ett inverterbart element € € Q 4, sadant att N(e) = 1 och £ = (. Déarfor
it N(€) = N)N(C) = N(C). m

Definition 33 Om A ér en modul, och £ € A, siitter vi N(£) = N ().

Lemma 4 Lat A och B vara moduler med samma koefficientring, och antag att £ och ¢
ar element i A med positiv norm. Da giller det att £B = (B, om och endast om & = (.

Bevis Om B = (B, saér (T1¢B = B och ¢ 1¢B = B, vilket visar att ¢ 71¢ och £ 71¢ bada
ar element i Qp. Det foljer ocksa att ¢ ~1¢ #r inverterbart i Qp, eftersom ((71¢)~! € Qp.
Omvint, om (¢ € Qp dr inverterbart, sa géller det att £71¢ € Qp. Darfor giller det att
(~Y%B C B och £ B C B, av vilket det foljer att (B = (5. m

Sats 55 Lat A vara en modul, m ett positivt heltal,

S ={ e d; N(§) =mN(4)},
V ={B; Bmodul ,B CQp,B mA_l,N(B) =m},

och siitt F(§) = EA™L. Da sir F: S — V en bijektion.

Bevis Det foljer direkt av lemma 4 att I’ ar vildefinierad.

Vi visar nu att Ve C V. Eftersom N(£) = mN(A) > 0, sa giller det att F(£) =~ A™L.
Vidare éir N(F(€)) = N(&)N(A™Y) = mN(A)(N(A))~! = m. BEftersom £ € A, si giller
det att £Q4 C A. Vi far att A 1A = €Q4 C A, vilket visar att F(§) =A™ C Q4 = Qp.
Detta visar att Vg C V.

Om B € V, sa ér B = A" for nagot element &, for vilket N(€) > 0. Vi far att
¢ € BA, och eftersom B C Qp = Qy4, att { € A. Eftersom N(B) =m och N(§) > 0, sa &r
N() =|N(&)| = N(B)N(A) =mN(A). Detta visar att F' dr surjektiv.

Antag slutligen att F(£) = F(C). Da ar €A™' = A1, och lemma 4 ger att £ = (,
vilket betyder att f = CA . F ar alltsa injektiv. m

Lemma 5 Om k &r ett positivt heltal, sa &r k det minsta positiva heltalet i modulen
k(1,7).

Bevis Om [ > 0 dr ett heltal i k(1, ), sa finns det heltal x och y, sadana att | = xk+yk-.
Eftersom ~ &r irrationellt, sa &r y = 0, och k | [. =

Lemma 6 Om (1,71) = (1, y2), och
1 1 .
—§§Rat’yi<§, Irr~; > 0, 1=1,2,

sa ar y1 = Y.

22



Bevis Det géller att

M =21+ Y172 =21+ yi(z2 + yov1) = T+ Toy1 + Y1y,

déir x1, xo, Y1, Yo ar heltal. Déarfor dr yiys = 1. Enligt forutsdttningarna dr y; > 0, och
det foljer att y; = 1, varav ;1 = 1 + 72, och forutsidttningarna ger nu att 1 = 0. =

Lemma 7 Om B ir en modul, sadan att B C Qp, sa finns ett positivt heltal k£ och ett
element v, sadana att B = k(1,v), —1/2 < Rat~y < 1/2 och Irr~y > 0.

Bevis Det giller att B = («, 3) for nagra element «, 3. Eftersom o/ € Qp, sa giller det
att N(a) = ad’ € B. Eftersom N(«a) € Z, sa finns det ett positivt heltal i B. Lat k vara
det minsta av dem. Da ar k det minsta positiva rationella talet i B, eftersom alla rationella
tal i Qp ar heltal. Vi kan skriva k = za + y3 for nagra heltal « och y, och det maste vara
sa, att (z,y) = 1, ty annars skulle det finnas ett mindre positivt rationellt tal i B &n k.
Det finns dérfor heltal z och w, sadana att zw — yz = 1. Om kv = za + wp, sa giller det
alltsa att B = k(1,~). Eftersom (1,~v) = (1, £y + ) for alla heltal [, kan vi vilja ~ sa, att
—1/2<Raty<1/2ochIrry>0. m

Sats 56 Lat A vara en modul, m ett positivt heltal, och antag att D(Q4) = D. Lat

T ={[a,b,c,s]; a,b,c,s € ZL,a,5 >0,—a<b<a,(ab,c) =10 —4ac=D,m = as’},
W = {B; B modul , B C Qp, D(Q5) = D, N(B) = m},

och sitt G([a, b, ¢, s]) = as(1,7), dér

~b+ VD
V=
a

Da ér G : T — W en bijektion. Med /D avses den positiva roten, om D > 0, och i+/|D|,
om D < 0.

Bevis Det giller att a(t —v)(t —+') = at® + bt + ¢, vilket visar att D(p,(t)) = D. Om
B = as(1,7), sa dr Qp = (1,ay) enligt sats 47, vilket visar att B C Qp. Enligt samma
sats dr D(Qp) = D. Enligt sats 50 #r N(as(1,7)) = (as)?/a = as® = m. Detta visar att
Vo CW.

Antag att G([a1,b1,c1,81]) = G([ag,ba, 2, 82]). Da dr a;s; = agsy enligt lemma 5.
Darfor ar (1,v1) = (1,72), vilket enligt sats 50 medfor att a; = a9, och darfor dr ocksa
$1 = S9. Lemma 6 ger att v; = 2, och det medfor att by = by, och darfor dr ocksa ¢; = co.
Vi har nu visat att G &r injektiv.

Vi visar slutligen att G &r surjektiv. Lat B € W. Enligt lemma 7 finns det ett positivt
heltal k och ett element v, sadana att B = k(1,7v), —1/2 < Raty < 1/2 och Irry > 0.
Antag att ¢, (t) = at® + bt +c. Da ér (a,b,c) = 1. Enligt sats 47 &r Qp = Q1 4y = (1,a7),
och eftersom D(p,(t)) = D(Qp) = D, kan vi skriva

_ —b+vD

" 2a

ddr a > 0 och —a < b < a. Eftersom k(1,v) C (1,a7), sa géller det att a | k, och eftersom
k och a &r positiva, finns det ett positivt heltal s, sadant att & = as. Det géller att

m = N(B) = k?/a enligt sats 50, varav m = as>. W
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Korollarium 5 Om A dr en modul och m ett positivt heltal, sa har ekvationen

N(§)=mN(4), EeA4,

bara #&ndligt manga lésningar.

Bevis Det ar lidtt att se, att méngden T i sats 56 ar dndlig, Dérfor dr ocksa W #ndlig.
Pastaendet foljer nu av att V' C W och att S och V har lika manga element, dir S och V
ar som i sats 55. W

Modulart ekvivalenta kvadratiskt irrationella tal

Sats 57 Om v ~ 1, och ett av talen v och 7 ar kvadratiskt irrationellt, sa &r ocksa det
andra kvadratiskt irrationellt. Det giller i sa fall att v € Q(v/d) och 7 € Q(v/d) fér nagot
kvadratfritt heltal d, och att D(p(t)) = D(py,(t)). Om v = Rn, dér

R:F qeeuzm,
q S

och ¢ (t) = at? + bt + ¢, s &r @, (t) = £(et? + ft + g), dir

e a P pg ¢
fl=81b|, S = |2pr ps+rq 2qs
g C 7"2 rs 82

Bevis Det forsta pastaendet foljer av sats 4. Det ar klart att v € Q(v/d) for nagot
kvadratfritt heltal d, och eftersom Q(+/d) &r en kropp giller det ocksa att n € Q(v/d).
Det géller att

0= (g0 + 8)*p(v) = a(pn +1)* + b(pn +r)(gn + ) + c(qn + 5)°
= (p?a + pgb + ¢*c)n* + (2pra + (ps + rq)b+ 2gsc)n + r’a + rsb + s°c,

vilket visar att en? + fn + g = 0. Direkt utrikning visar att
det S = p3s3 — 3p?rqs® + 3pri¢®s — ¢*r = (ps — rq)® = (det R) = £1.

Eftersom (a,b,c) = 1, visar detta att (e, f,g) = 1, varav ¢, (t) = £(et> + ft+ g). Slutligen
ar
f? —deg = (2pra + (ps + rq)b+ 2qsc)* — 4(p*a + pgb + ¢*c)(r?a + rsb + s%¢)
= (p?s® 4+ r2¢* — 2prqs)(b? — dac) = (ps — rq)*(b* — 4ac)
= (det A)*(V? — 4ac) = b* — 4ac. ™

Sats 58 Antag att v och n dr kvadratiskt irrationella tal. Da giller det att v ~ 1, om och
endast om (1,7) ~ (1,n). Om det géller att v = Rn, dir

R:E ﬂeeuzm,

sa ar
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Bevis Antag att v = Rn, déar

Da ar

(L,m).

gn+h en+f> 1
1, = , = +h’ + C

Eftersom eh — fg = +1, sa &r

n=+(eh — fg)n=+(—f(gn+h)+ h(en + [)),
1= +(eh — fg) = £(e(gn + h) — glen + f)),

gn+h

vilket visar att

<1’/7> = gn_’_h<1’77>'

Antag nu att (1,v) = £(1,n) = (,&n). Da dr
v _ o [én] &nl o[
L v

e f] |k
VR R

ar matriser med heltalselement. Dérfor &r RS = E, och det foljer att (det R)(det S) = 1.
Eftersom elementen i matriserna dr heltal, sa &r det R = +1. Det géller slutligen att

dér

7:1:e£n+f£:e77+f:
1 gén+h§ gn+h

R,
vilket visar att vy ~ 7. B

Reella kvadratiskt irrationella tal

Definition 34 Det enkla odndliga kedjebraket (ag,a,...) séges vara periodiskt, om det
finns naturliga tal m och n, n > m, sadana att a,, = a/,. Det séiges vara rent periodiskt,
om a,, = a, for nagot positivt heltal n.

Sats 59 Antag att (ag,a1,...) ir ett enkelt kedjebrak, och att a], = al,,, dir n > m. Da
ar al, . = ar, ., for alla naturliga tal k. Om k > m och j € N, sa &r a;gﬂ.(n_m) = a}. Om
i > m, sa finns det ett naturligt tal k, sadant att m < k < n, och a] = aj.

Bevis Det giller att a/, ., och a] . &r den k:e fullstéindiga konvergenten i (@, my1, ... )
respektive (an,ap41,...). Eftersom [am, @ms1,-..] = [an,ani1,...], sd ger sats 16 att
a;n+k :a’n+k. Om k > m, sa &r k —m > 0, och vi far
/ o o o
Okt (n—m) = Ant(k—m) = Ym+(k—m) — Pk-

Det foljer nu med induktion 6ver j, att aj +i( = aj, j > 0. Vi dividerar i — m med

n—m)
n—m och far att i—m = j(n—m)+r, dir 0 < r < n—m. Det foljer att m < k = m-+r < n,

) — 4/
och att ay = ay i,y = ;- W
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Sats 60 Antag att v dr virdet av ett enkelt odndligt kedjebrak (ag,ay,...). Da géller det
att v dr kvadratiskt irrationellt, om och endast om (ag,aq,...) dr periodiskt.

Bevis Antag forst att (ag,aq,...) dr periodiskt, sa att a,, = al,, dir n > m. Eftersom
det da giller att a),_, = a .., k > 0, kan vi antaga att m > 3. Om p,/q, &r den n:e
konvergenten, sa giller det att

_ pm—la;n + Pm—2 _ pm—la% + Pm—2 _ pn—la% + Pn—2
Qm—la;n + gm—2 Qm—la% + gm—2 Qn—la% + gn—2 ’

vilket ger att

an (Gm—17 = Pm-1) = Pm—2 — Gm—27 n (qn—17 = Pn—1) = Pn—2 — Gn-27-

Det foljer att

a/n(Qn—IV - pn—l)(pm—2 - Qm—27) = a/n(Qm—lfy - pm—l)(pn—2 - Qn—27)7

varav
e’ + fr+g=0,

dar

€ =4dm—-19n—2 — gn—19m—2,
f=Pm—2@n-1+ Pn—1Gm-2 — Pn—2qm—1 — Pm—1qn—2,
9 = Pm—-1Pn—2 — Pn—1Pm—2-

Ome=f=0,saér

Pm—2 + Pn—1 _ Pn—2 + pm—17
dm—2 dn—1 dn—2 dm—1

vilket enligt korollarium 2 ger att

G e
qn—19n—2 dm—19m—2 .

Detta dr omojligt, eftersom ¢, n > 1, &r stringt vixande. Eftersom ~ &r irrationellt, ar
darfor e £ 0, och v ar kvadratiskt irrationellt.
Antag nu att vy &r kvadratiskt irrationellt, och att ¢, (t) = et?> + ft + ¢. Det giller att

_ pn—la% + Pn—2

n > 2.
Qn—la% + qn—2 ’

Det giller enligt sats 57 att D(gpq (t)) = D(¢4(t)), och ¢ (t) = £(ent? + frt + gn), dér

en = epi_i + [Pn-1qn-1+ 90>_1,
fn=2eppn_1pn—2 + f(Pn—1@n-2 + Pn—2qn—-1) + 299n—1qn—2,
gn = €P:_o + fPn—2dn—2 + 94> _o.

Enligt sats 19 finns det tal 4, sadana att |0,| < 1 och

1
Pn—1=Yqn-1+ —.

n—1
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Detta ger att

61\ 2 Snt
len| = e <’an_1 + q" > + fan—1 (vqn-l + q" +992_4

n—1 n—1

62
= (ev* + fy+ 9)q3_1 + 2e70n_1 + qu Lt fon-1

n—1

62
= 267601 + e + fou1
qn1

|9n| = len—1| < 2lelly| + le| + |11,
fi = dengn + f* — deg < dleqllgn| + [ — deg| < 42lelly| + le] + | f])* + | F* — deg].

< 2lelly| + lel + 111,

Det finns darfor bara éndligt manga olika polynom ¢ (t). Dérfor finns det tre olika
positiva heltal ny, no och ng, sadana att Pal,, (t) = Pa, (t) = Pa,, (t), och det géller att

/

. o / / .. .
minst tva av talen a,, , a;,, och a;, &r lika. ®

Definition 35 Ett reellt kvadratiskt irrationellt tal v siges vara reducerat, om v > 1 och
—-1<+'<0.

Lemma 8 Om + dr reducerat och

1
’Y:a—i__u
n

dér a € Z och n > 1, sa ar ocksa n reducerat.

Bevis Eftersom v > 1, d&r @ > 1. Vi har ocksa att

varav

och det foljer att —1 <7’ <0. m

Lemma 9 Om « &r ett irrationellt kvadratiskt tal, sa finns det hogst ett heltal a, sadant
att a 4+ 1/ &r reducerat.

Bevis Om a+ 1/~ dr reducerat, sa ir —1 < a+1/7" < 0. Det f6ljer att a < —1/9" < a+1,
och att a = |—1/+']. m

Sats 61 Antag att det kvadratiskt irrationella talet ~ &r virdet av det enkla odndliga
kedjebraket (ag,aq,...). Da giller det att (ag,aq,...) &r rent periodiskt, om och endast
om ~y &r reducerat.

Bevis Antag att (ag, a1, ...) &r rent periodiskt, sa att af, = a, fér nagot positivt heltal n.
Da &r ap, > 1, och det foljer att v =af, = a,, > 1. Om n =1, sa ar

1
Y =ag+ —.
Y
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Det foljer att 42 — agy — 1 = 0, och sambandet mellan rotter och koefficienter ger att
vy = —1, varav pastaendet foljer i detta fall. Lat annars p,, /¢, vara den n : e konvergenten
Da giiller det att
_ DPn—17 +Pn-2
Gn1Y + qn-2
Vi far nu ¢, 172+ (gn—2—Pn_1)Y—Pn—2 = 0, och sambandet mellan rétter och koefficienter
ger att

/ Pn—2
— = )
Yqn—-1
Eftersom ag > 1, dr 0 < pp_o < pp_1 och 0 < g,_9 < ¢n_1 enligt sats 10. Detta ger att
Pn—2 >0, Pn—2 < pn—l7 Pn—2 < pn—2.
dn—1 dn—1 dn—1 dn—1 dn—2
Eftersom det enligt sats 13 géller att
v > Pn—1 eller > pn—27
dn—1 dn—2
och dédrmed »
> n—2’
gn—1

sa ger detta att 0 < —y' < 1. Det géller alltsa att v ér reducerat.
Antag nu att v = q( dr reducerat. Eftersom

I
p = 0n + — R

an+1

foljer det av lemma 8 att a), dr reducerat for alla naturliga tal n. Enligt sats 60 dr kedje-
braket (ag,a1,...) periodiskt, varfor a), = a!, for nagra naturliga tal m < n. Lat m vara
det minsta naturliga talet, for vilket det finns ett sadant naturligt tal n. Antag att m > 0.
Da ar

, 1 1 , 1
Qg = Q-1+ —— = Q-1 + — och Up_1 = Q-1+ —

bada reducerade. Enligt lemma 9 &r dérfor a,,—1 = a,—1, och det foljer att a), | = al,_;,

vilket strider mot att m &r minimalt. Alltsa &r m = 0, och kedjebraket &r rent periodiskt. m

Sats 62 Lat v vara ett reellt kvadratiskt irrationellt tal, och definiera rekursivt (v,,) genom

Y =", =Y — ), n>0.

Yn41
Da finns det naturliga tal m < n, sadana att v, = v,. Det giller att v,,...,Yn—1 ar
reducerade, och vy ~ 7,,. Om n ~ 7, och 7 &r reducerat, sa géller det att n = ~; for nagot
heltal k, for vilket m < k <n — 1.

Bevis Det giller att v, = a),, dir (ag,aq,...) dr det enkla kedjebrak, vars virde dr +.
Enligt sats 60 &r kedjebraket periodiskt, och det foljer att v, = 7, for nagra naturliga tal
m < n. Det &ar klart att v ~ ~,,. Det géller enligt sats 59, att v,,4x = Ytk da k € N.
Eftersom v, 1% &r den 0:e och v, den (n —m):e fullstéindiga konvergenten i kedjebraket,
vars véirde &r 7,4k, giller det enligt sats 61, att 7, ar ett reducerat tal, da k > 0. I
synnerhet &r vy, ..., v,—1 reducerade.

Antag att n ~ v, och att n &r reducerat. Om 7 &r virdet av det enkla kedjebraket
(bo, b1, ... ), s& ger sats 23 att b, = a; = v; for nagra naturliga tal 7 och j. Det giller
darfor att b 41 = 7Vj+i for alla naturliga tal [. Eftersom (bo, b1, ...) &r rent periodiskt, kan
vi vélja I, sa att b, = by = n och j + 1 > m. Enligt sats 59 &r v;4; = 7 for nagot F,
sadant att m < k <n —1, och vi har att n = v,. =
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Icke-reella kvadratiskt irrationella tal

Definition 36 Lat ~ vara ett icke-reellt komplext tal. Man séiger att v &r reducerat, om
Im~ > 0, och antingen

—_

1
lv| > 1, —§<Re’y<0, eller lv| > 1, OSRe’ygi.

Lemma 10 Antag att « &r ett icke-reellt reducerat tal, och att ( = = + yy # 0, dar
x och y &r heltal.

—_

. Da dr [¢] > 1.
2. Om y #0, s ir [(] > ).
3. Om y # 0 och |¢| = ||, s& &r antingen ( = %+, eller Rey =1/2 och ( = £(y — 1).

1+iV3
9

141 +141
+2Z\/§, sa ér |¢] =1, bara da ¢ = £1, eller ¢ = +\/§

4. Om |y| =1, och v #

, sa dr (| =1, bara da ¢ = 1, eller { = ++.

ot

. Om~y =
Bevis Skriv v = a + bi, déir a och b &r reella tal. Da ar ( = = 4 ay + iby, och
61> = (z + ay)® + (by)*.

Eftersom a? < 1/4 och a® + b% > 1, sa #r b% > 3/4.
Antag att y = 0. Da dr « # 0, och |[¢| = |z| > 1.
Antag att |y| > 2. Da &r

P =a? + 02 < 1/a+ 6 <B4 6P < b <y < [CP

vilket visar att |C| > |7].

Antag att |y| = 1. Da #r [(|> = (z + ya)? + b = 22 + 2yza + |y]? = |y|?, bara d&
22 +2yra = x(x+2ya) =0.Om z = 0,sd éir ( = +v. Om o = —2ya, sd ir Rey = a = 1/2,
eftersom y = +1 och x € Z. Dirfor 4r ocksa © = —y, och ddrmed ( = +(y — 1). Enligt
forutsittningarna &r z(z + 2ya) > 0, och dérfor géller det att [{] > |v|.

De tre forsta pastaendena i satsen foljer nu av att |y| > 1.

I det fjiarde pastaendet dr Rey # 1/2, och i det femte é#r Rey = 1/2. Dessa pastaenden
foljer darfor av de tre forsta. W

Sats 63 Om de icke-reella kvadratiskt irrationella talen « och 7 &r reducerade, och vy ~ 7,
sa ar v = 1.

Bevis Enligt sats 58 &r (1,7) ~ (1,7n). Det finns dérfor ett komplext tal &, sadant att
(1,v) = &(1,n). Eftersom & € (1,7), sa ger lemma 10 att || > 1, och eftersom 1/£ € (1,7n),
sa ger samma lemma att || < 1. Det giller alltsa att |{| = 1. Modulerna (1,v) och (1,7)
innehéaller darfor lika manga element med absolutbeloppet 1. Enligt lemma 10 kan detta
antal bara vara 2, 4 eller 6. Om det &r 6, s &r v = n = (1 + i1/3)/2. Om antalet #r 2,
sa dr & = 1, varfor (1,v) = (1,n). Enligt lemma 10 &r |y| > |n| och |n| > ||, vilket ger
att |y| = |n|. Eftersom 7 och n bada &r reducerade, ger lemma 10 att v = 7. Antag att
antalet &r 4. Det géller da att v dr nagot av talen +£ och +£&n. Om v = +£, sa géller det
att yn € (1,7). Enligt lemma 10 &r antingen vy = £1 eller vy = £+. I det sista fallet dr
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n = +1, vilket strider mot att n dr reducerat. Det kan av samma skil inte heller vara sa,
att ym = 1, och yn = —1 &r bara mojligt da v = n = 4. I annat fall & v = ££n, och da
giller att v/n € (1,7). Det giller da att v/n = 1 eller v/n = +v. Man inser att endast
~v/n =1 kan gélla, och da &r y =7. m

Sats 64 Lat ~y vara ett icke-reellt kvadratiskt irrationellt tal, och definiera (v,) genom

1
’YO = (Sgn (Imf}/))fy + m07 ’Yn-i—l = _’Y_ + mn+17 n 2 07
n

dér heltalet m,, viljs sa, att —1/2 < Re~y, < 1/2. Da finns det ett naturligt tal n, sadant
att ~, &ar reducerat, och v ~ ~,.

Bevis Det giller att vg = Rgpy och y,11 = Ry117Vn, déir

R i

och det Ry = sgn (Im~y), det R,+1 = 1, da n > 0. Dérfor dr v ~ -, for varje naturligt
tal n. Enligt sats 5 dr Im~y,, > 0, och enligt konstruktionen dr —1/2 < Re-~, < 1/2, for
varje naturligt tal n. Lat ¢ (t) = ¢, (t) = a® + bt + ¢ och P, (t) = ¢y, (t) = ant® + byt + cy,
dan >0, och sitt D = b? —4ac. Da dr D < 0, eftersom ~ ir icke-reellt, och D(v,(t)) = D,
da n > 0, enligt sats 57.

Antag att |v,| < 1dan > 0. Da ar

=l yampgn \’Yn’zmnﬂ — Revy, +tImy,
Tn+1l = = 5 ,
Y [Vnl

vilket visar att Im~,4+1 > Im~,, n > 0. Vi kan skriva

L —btiy/ID

n
2an,

och Im~,, > Im~y ger att 0 < a, < ap. Att —1/2 < Re~y,, < 1/2 medfor att |b,| < a,, < ap.
Enligt sats 57 &r ¢,+1 = ay, vilket visar att |c,| < ag, da n > 1. Det maste alltsa finnas
tva olika naturliga tal n; < ng, sadana att ¢y, (f) = ¥n,(t), och da &r ocksa v, = Yn,-
Eftersom detta strider mot att Im~,, < Im~,,, sa maste det vara sa, att |y,| > 1 for
nagot naturligt tal n. Om |v,| > 1, sa dr =, reducerat, och vi &r klara. Om |y,| = 1, och
0 < Revy, < 1/2, sa ér ocksa ~, reducerat. Antag att |y,| =1 och —1/2 < Re~,, < 0. Da
Ar Y41 = Mpy1 — Rey, + ilmy,. Eftersom 0 < —Re~y, < 1/2, sa dr m,4+1 = 0, och vi
finner att v,4+1 = — Re v, +iIm~,. Det géller att |y,4+1]| = || = 1 och 0 < Rey,41 < 1/2,
varfor v,41 ir reducerat. m

Kvadratiska former i tva variabler

Definition 37 Den kvadratiska formen F(x,y) = px?+qry+ry?, dir p, g och 7 r heltal,
séiges vara primitiv, om (p,q,7) = 1 och polynomet pt? + gt + r &r irreducibelt 6ver Q.
Talet ¢? — 4pr kallas formens diskriminant.

Eftersom ¢(t) = pt? + qt + r &r irreducibelt dver @, sa &r dess nollstillen —y och —'
kvadratiskt irrationella tal. Vi kan skriva ¢(t) = p(t +v)(t +7'), och far att

F(z,y) =y°p <§> =p(z +y7)(@ +y7)
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Om p > 0, foljer det av sats 50, att N(A) = 1/p, ddr A = (1,~), och vi kan skriva

_ N@+yy)  N(za+ypb)
Fev="ya ~x@

dir @« =1 och 3 =+.Om p < 0och D = D(p(t)) > 0, sitter vi A =+/D(1,7) = (a, B),
diar a = VD och 8 =~vVD. Da ér N(A) = |[N(v/D)|/(—p) = —D/p, och

_ plzatyb)(za’ +yb) _ N(za+yh)

F = =
Om m &r ett positivt heltal, kan vi alltsa skriva ekvationen
F(z,y)=m

SOIm

N(za +yB) = mN(A).

Exempel 1 Pells ekvation &r en ekvation av formen x2 — Dy? = 1, dér D #r ett positivt
heltal, som inte &r kvadraten pa ett heltal. Ekvationen kan skrivas

N(z +yVD) =1,

och vi kan 16sa den genom att anviinda satserna 43 och 44. Vi illustrerar detta da D = 13.
Vi siitter w = v/13 och bestimmer konvergenterna i kedjebraksutvecklingen av —w’ = w.

n 0 1 2 3 4
34+VI13 | 1+V13 | 2+V13 | 1++/13
Wn, v13
4 3 3 4
an 3 1 1 1 1
Pn 3 4 7 11 18
In 1 1 2 3 5
p2 —13¢% | —4 3 -3 4 -1

Vi ser att det fundamentala inverterbara elementet dr € = 18 + 5v/13 och att N(g) = —1.
Det giller att £? = 649 + 1801/13, och lésningen ges av

z +yV13 = 2" = £(649 + 180V13)", n € Z.
Vi far att
z —yV13 = (z 4+ yV13) = (£(649 + 180V13)")" = +(649 — 180V13)", n € Z,
och darfor
(649 + 180v/13)™ + (649 — 180+/13)"
Tl =+ 2 €eZ
yl = 7 | (649 + 180V/13)" — (649 — 180v/13)" | * " &
2¢/13

Vi noterar att uttrycket for z dr en jamn funktion och att uttrycket for y &r en udda
funktion av n. Losningarna kan dérfor ocksa skrivas

N (649 + 180v/13)™ + (649 — 180+/13)"

T _ 2 neN
y N (649 + 180v/13)™ — (649 — 180v/13)™ | ° '
2¢/13
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Vi noterar ocksa att 16sningarna [z, y], for vilka bade = och y dr naturliga tal, ges av
Tn + YV 13 = (649 + 180v13)", n € N.
Vi har

Tri1 + Ynp1V13 = (649 + 180V13)(z,, + ynV13)
= 649z, + 2340y, + (180z,, + 649y,)v13, n € N,

vilket ger oss foljande rekursionsformel.

m B H [W] B [649xn 2340y,
Yo 0]’

Yn+1 180z, + 649y,
Vi har ocksa sett att ekvationen 22 — 13y?> = —1 har en 16sning. Samtliga 16sningar till
denna ekvation ges av x + yv/13 = 2"t n € Z.

}, n € N.

Exempel 2 Vi vill finna lésningarna till ekvationen
F(z,y) = 142 — 322y + 17y* = 9.
Ekvationen 142 — 32t + 17 = 0 har rotterna —(—16 & 31/2)/14, och vi kan skriva

_ (za+yp)(xd’ +yp')  N(za+yB)
Flay) = 14 T T N@A)

dér
a=14, [=-16+3V2, A= (ap).

Vi har att A = 14(1,7), diir v = (—16+3+/2)/14, och Q4 = (1,147) = (1,w), diir w = 3v/2
enligt sats 47. Vi bestdmmer det fundamentala inverterbara elementet i 24, som vi gjorde
i exempel 1, och finner att det &r e = 17 4+ 12v/2 och att N(e) = 1. Nista steg &r att
anvanda sats 56 och finna méngden W, som finns angiven i satsen. Vi borjar med att
bestdmma a, b, ¢, s, som i mingden T. Eftersom D = 322 —4.14-17 = 72 och m = 9,
skall vi ha

—a<b<a, (a,b,c) =1, b — dac = 72, as® =9, a,s > 0.

Losningarna finns angivna i foljande tabell.

s a b c
3 1 0 —18
1 9 -6 -1
19 0 =2
19 6 -1

Detta ger oss fyra moduler B i méngden W. Dessa ar

3<1,3\/§>, 9<1,1+Tﬁ>, 9<1,g>, 9<1,_1%\/§>.

Vi skall nu bestdmma méngden V i sats 55 genom att avgdra vilka av dessa, som &r strikt
ekvivalenta med A~'. Vi noterar att A=' = & - 14(1,7/) = (1,7/). Vi borjar med att
anvinda sats 62 for att finna de reducerade element, som #r ekvivalenta med n = +'. For
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den sakens skull bestdmmer vi de fullstdndiga konvergenterna i kedjebraket till », tills vi
finner en period. Vi kommer ocksa att behéva ndmnarna ¢, i konvergenterna.

" 0 1 2 3 4 5
16 —3v2 | 4+ V2 1132 1132
n V2IAHV2 ) g e p | AEBVR L e AE3V2
1 3 ) )
" 1 1 2 9 74 305

Vi finner att de reducerade elementen ar 73, n4. Det giller att

_ Prn—1"n + Pn—2
Qn—1Mn + qn—2
enligt sats 15 och enligt sats 58 att
At =(1,n) = —11, =——(1,m4).
(1,m) 2773+1< n3) 9774+2< n4)

Vi utvecklar nu vart och ett av de irrationella baselementen A i modulerna B, tills vi
far en reducerad fullstindig konvergent. Om denna &r ett av elementen 13 och 14, sa &r
motsvarande modul ekvivalent med A1,

n 0 1 n 0 1 2
4+ 3v/2 1 2 4+ 3v/2
M | 3va | AE3V2 | LEV2 L g g g | AF3V2
2 3 2
n 0 1 2 n 0 1 2
21 3v2 -1 2 4+ 3v/2
b £ _\/_ 4432 Ao i 3432 ;\/_
3 2 3 2
qn 1 17 Qn 1 7 29
Vi far
3 3(2 1
By =3(1,3V2) = Z(1,ng) = 3Cm 1Y) 41 L (64 9v2)A,
3 3

A7l = (124 3v2)A7,

1+v2\ 9 <1n>:9(2ng+1)
3 G ns + 1

24 + 1

A7l = (24 —15v2)A7 1

B3 =9 <1, ‘/5> S (1,m4) = 01 +2) 41 _ (18 4+ 15v2) A~
4
< (17773> =

—1+v2\ 9 9(2n3 + 1)
B s +1

Av elementen
& = —6+9V2, & =124 3V2, &3 = 18 4+ 15V/2, &4 =24 —15V2

ar det bara & och &4, som har positiv norm. Eftersom {24 saknar inverterbara element med
negativ norm, sa #ir bara By och By strikt ekvivalenta med A~! enligt sats 52. Samtliga
losningar till ekvationen F'(x,y) =9 ges dérfor av

za+yB ==+, ned, i=24.
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Observerar vi att & = (3 4+ 2v/2)&4, och att (3 + 2v/2)? = ¢, far vi den nagot enklare
16sningsformeln

14z — 16y + 3yV2 = +(3 + 2v/2)"(24 — 15V/2).
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