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Delbarhet

Definition 1 Lat a och b vara heltal. Om det finns ett heltal ¢, sddant att a = be, séger
vi att b delar a och skriver b | a.

Definitionen innebér att b delar a, om kvoten ¢ = a/b &r ett heltal. I fortséttningen
betecknar variabler heltal, om inget annat anges.

Definition 2 Ett tal p sdges vara ett primtal, om p > 2 och de enda positiva delarna
till p ar 1 och p.

Exempel 1 Talet 15 har de positiva delarna 1, 3, 5 och 15 och &ar dérfor inte ett primtal.
Talet 11, som bara har de positiva delarna 1 och 11, &r ett primtal. Talet 1 &r enligt
definitionen inte ett primtal, trots att den enda positiva delaren ér 1.

Summor
Vi betecknar med ) ,_,  aj summan av talen @, Gmt1, Gm42, - - - Qn.
Exempel 2
5
> k=142 +3"+ 4%+ 5> =55,
k=1

5
28 =28 4+ 2% 4 25 = 56.
k=

]

Zz:2+2+2+2=8.
k=1

Med > P(k) Wk betecknar vi summan av alla tal ay, for vilka k uppfyller pastaendet P(k).

Exempel 3
Z k=14+2+3+4=10.
k2<20, k>1
Z d=1+2+34+6=12.
d|6, d>1
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Den geometriska summan

Definition 3 En summa ), ay séiges vara en geometrisk summa, om det finns en reell
konstant r, sadan att axr1/ax =rdak=mm+1,m+2,...,n— 1.

Om a ar den forsta termen i en geometrisk summa och n antalet termer, sa kan den
)
geometriska summan skrivas

n—1
a+ar+ar’+---4+ar™! :aZrk.
k=0

Sats 1 Lat r # 1 vara ett reellt tal och n ett positivt heltal. Da &r

Bevis Beteckna summan Zz;é r¥ med s. D4 #r
s=1+r+ri4 404
rs=r4+ri4rd 42 Tl ppn

Subtraherar vi de 6vre leden fran de undre, sa far vi s(r — 1) = rs —s = r” — 1. Eftersom
r # 1 kan vi dividera leden med r — 1, och fa likheten i satsen. m

Mersenneprimtal

Definition 4 Ett primtal av formen p = 2™ — 1 kallas ett Mersenneprimtal.

Sats 2 Lat n vara ett naturligt tal. Om 2™ — 1 &r ett primtal, s& dr n ett primtal.

Bevis Antag att n inte ar ett primtal. Om n = 0 eller n = 1, sa &r 2™ — 1 inte ett primtal.
Vi kan déarfor antaga att n > 2. Da finns det positiva heltal a och b, sddana att n = ab,
1 <a<mnochl<b<n. Det giller diarfor enligt formeln for den geometriska summan att
(I4+20 422+ 20 22 —1) =29 —1=2"%—1=2"—1.

Detta visar att 2% — 1 delar 2" — 1. Eftersom 1 <a <n,sa dr 1 <2 —1< 2" —1, och vi
kan dérfor dra slutsatsen att 2" — 1 inte dr ett primtal. m

Talen 22 —1 = 3,23 -1 =17,2"—1 = 31, 27 — 1 = 127 #r Mersenneprimtal. Talet
211 — 1 = 23 .89 dr ddremot inte ett primtal, vilket visar att det nodvindiga villkoret i
satsen inte &r ett tillréckligt villkor.

Perfekta tal

Definition 5 Det positiva heltalet ¢ sidges vara ett perfekt tal om ¢ &r summan av alla
sina positiva delare utom ¢ sjélvt.

Villkoret kan formuleras

q= Z d.

1<d<q, dlq
Foljande ekvivalenta villkor kan ofta vara mer d&ndamalsenligt.

2q = Z d.

1<d, d|q



Exempel 4 Talet 6 har de positiva delarna 1, 2, 3 och 6. Summan av delarna utom 6
sjalvt ar 1 + 2 + 3 = 6. Talet 6 &r darfor ett perfekt tal. Summerar vi alla de positiva
delarna, sa far vi 1+24+34+6 =6+ 6 = 2 - 6. Talet 15 &r inte ett perfekt tal eftersom
14+3+5=94#15.

Sats 3 Lat n vara ett positivt heltal och antag att 2™ — 1 &4r ett Mersenneprimtal. D& ar
q= (2" —1)-2""! ett perfekt tal.

Bevis De enda positiva delarna till primtalet p = 2™ — 1 4r 1 och p, och de enda positiva
delarna till 271 &r 1,2,22,...,2""L. De positiva delarna till ¢ ar darfor 1,2,22,...,2""!

och p,2p,2%p, ..., 2" 1p. Summerar vi dessa, sa far vi
n—1 n—1 n—1 on _ 1
ok ! ok —onZ__ — —9.0" 12" _1)=2¢. m
kzo + ;)p (1+p) kz_o - ( ) =2g

Exempel 5 Vi konstaterade att 2" — 1 &r ett Merenneprimtal for n = 2,3,5,7. Mot-
svarande perfekta tal #r (22 —1)-2! =6, (23 —1)-22 = 28, (2° — 1) - 2* = 496 och
(27 —1)- 25 = 8128.

Foljande sats sdger att det inte finns nagra jimna perfekta tal andra én de, som framkom-
mer i satsen ovan.

Sats 4 Antag att ¢ dr ett jimnt perfekt tal. Da finns det ett positivt heltal n, sadant att
q= (2" —1)-2""1 och 2" — 1 &r ett primtal.

Bevis Eftersom ¢ #r ett jaimnt tal, kan vi skriva ¢ = 2" la, dér a ar ett udda tal och
n > 2. D4 &r inte talet 2 en delare till a. Delarna till ¢ &r darfor a;, 2as, 2%a;, ... 2" La;,
dir a;, i = 1,2,...,m, ar delarna till a. Det géller ocksa att a > 1, eftersom 2"~ ! inte &r
ett perfekt tal. Lat s = 3", a; vara summan av delarna till a. Eftersom ¢ ér ett perfekt
tal, ar

n—1 n—1 n—1
Pa=2= d:;a12k+;a22k+---+;am2k

1<d, dlq
n—1 n—1 n—1
A DTS S T o
k=0 k=0 k=0
n—1
:(a1+a2+---+am)22k:s(2”—1).
k=0

Av detta foljer att 2"s — 2"a = s, och dérfor att (2" — 1)(s —a) =2"s —2"a — s +a = a.
Detta visar att s — a delar a. Sjélvklart ir s —a > 0. Eftersom 2" — 1 > 22 — 1 = 3, sa #r
a>1lochs—a<a.

Antag nu att s —a # 1. Da ar 1, a och s — a tre olika delare till a, och darfor &r
s>1+4+a+ (s—a)=s+1, vilket dr en motségelse. Det géller dirfor att s —a = 1, vilket
visar att a = 2" — 1 och att ¢ = 271 (2" — 1). Att a = 2" — 1 &r ett primtal foljer av att
s =a+ 1, ty detta visar att de enda positiva delarna till a &r 1 och a. B

Det 39:e Mersenneprimtalet éir 213466917 _1 Bara atta storre Mersenneprimtal ér kiinda.
Det hittills storsta sir 243112609 _ 1 som har 12978189 decimala siffror. Det kan vara sa,
att detta tal dr det 47:e Mersenneprimtalet, men det kan ocksa finnas nagot oupptéickt
mellan det 39:e och detta. Det hittills storsta kéinda jimna perfekta talet ar foljaktligen
(243112609 _ 7). 943112608 Dyet sy okiint huruvida det finns nagra udda perfekta tal.



