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Inversa funktioner

Om f &r en funktion och ekvationen f(x) = y till varje y € Vy har en entydigt bestamd
16sning x € Dy sa séger man att f dr inverterbar. Man betecknar 16sningen = med f “(y)
och kallar funktionen f~! for inversen till f. T ex #r funktionen f(z) = z3, = € R,
inverterbar. Ekvationen y = f(z) = 23 har ju den entydiga lésningen = = f~1(y) = y*/3.

Lat funktionen f vara definierad pa ett dppet intervall I och antag att f &r stréangt
monoton och deriverbar pa I. Om x € I och f'(x) # 0 s& dr f~! deriverbar i punkten f(x)
och (f~Y(f(x)) = 1/f'(x). Funktionen f(x) = 23 #r stringt monoton och deriverbar pa
hela R och f'(z) = 322. Vi ser att f’(x) = 0 bara di z = 0. Dérfor &r f~! deriverbar i 23
da x # 0 och (f71) (z®) = 1/f(z) = 1/(3z?). Sétter vi y = x° sa #r 2 = y'/3 och formeln
ger oss att (f~1)(y) = 1/f (y*/?) = 1/3(y"/?)?) = (1/3)y~?/%. Samma resultat erhalls
naturligtvis om man direkt deriverar f~!(y) = y'/3 i punkten .

Funktionen arcsin

Funktionen sinus ar inte inverterbar eftersom den antar vissa y-vérden for flera olika z-
viirden. Vi studerar restriktionen f(x) =sinz, —7/2 <x < 7/2. Da ér Dy = [-7/2,7/2]
och Vy = [—1,1]. Eftersom f &r kontinuerlig och f/(z) =cosz >0da —7/2 <z < 7/2 sa
ar f strangt vixande i [—7/2,7/2]. Ekvationen f(x) = y har darfor till varje y € [—1,1]
en entydigt bestimd 16sning x € [—7/2,7/2]. Vi kallar denna 16sning for = f~1(y) =
arcsiny. Det giller alltsa att

y=sinx <& x =arcsiny

di —m/2 <x <m/20ch —1 <y < 1. T ex ir arcsin 1 = 7/2 och arcsin v/3/2 = /3.
Da —7/2 <z < 7w/2sa ér f'(z) = cosz > 0. Om y = sinz, dir —7/2 < z < 7/2,
géller det darfor att

D ares 1 1 1 1
arcsiny = = = = = :
Y f'@)  cosz  Veos2z /1 —sin2z /1 -—y?

Vi later x och y byta roller och formulerar detta resultat som en sats:

Sats1 Da—-1<x<1aéar )

V1—22

D arcsinx =
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De hyperboliska funktionerna
Inspirerade av Eulers formler

eim + efix eiz o efix
cosx =——— och sinx=—"+——+
2 21
definierar vi de hyperboliska funktionerna cosinus hyperbolicus och sinus hyperbolicus
genom
et 4+ e " . et —e "
coshx = — och sinhz = —

Man ser direkt att D sinh z = cosh x och den hyperboliska ettan
cosh? z —sinh?z =1

foljer av
2x —2x 2x —2x
2 -2
coshQ:E—sinth:e teote _ ¢ te =1.
4 4
Eftersom Dsinhx = coshxz > 0 for alla reella z sa ar sinh inverterbar. Vi betecknar

inversen med arsinh. Det géller alltsa att

y=sinhz < x =arsinhy

for alla reella x och y. Som tidigare far vi om y = sinh x att

1 1
D arsinhy = =

1 1
Dsinhz  coshz /1 L ginh2e V1442

Sats 2 For alla reella x géller det att

1
V1+aZ

Ekvationen y = sinhx &r ekvivalent med 2y = e® — e~®. Multiplicerar vi bada led med
e® far vi den ekvivalenta ekvationen 2ye® = (e%)? — 1. Skriver vi t = e 6vergar den i
2 -2yt =1 & t =y=++/1+y2 och eftersom t = e* > 0 sa duger bara lésningen
t=y++14+y?> & xz=In(y+ /1 +y?). Vi har hirmed bevisat foljande sats.

D arsinhx =

Sats 3 For alla reella tal x géller det att

arsinhz = In (z + V1 + 22).

Nagra integraler
Satserna 1, 2 och 3 ger oss direkt

arcsim x +
\/1—.%'2 ’ ’

dx
——— =arsinhz+ C =In(z+ V1+22) + C, z € R.
V1+ a2



Med hjélp av partiell integration far vi ytterligare ett par primitiva funktioner.

/\/l—xde—/ V1 —22de=2v1— 22— / Mg de
—
x? —1+1
+ 7dm:x\/1—:£2+
/\/ — 22 \/1—1’2
1— a2 dzx
=zvV1—22— / da:—I—/i:x\/l—xz—I—i-arcsina:.
V1— 22

=zv1— 22

/\/1+m2dx—/ A1+ z2der=zvV1+ 22— /
22 +1—1
—x\/1+m2—/—_x2dx—x\/l+x2—/ —1+a:2
=zvV1+22 - /

=zv1+ 22 — J + arsinh z.
Loser vi ut I och J far vi

—dx
1+m2

N

Sats 5

JI— 22 '
/\/1—x2dx:$ x2+arCS’1nx+C, l<e<l, (1)

val 2 inh
/vmem:x +x;”wnm+c, z€R. 2)

Att formel (1) géller till hoger i —1 och till vénster i 1 kan visas med hjilp av medelvér-
dessatsen.
Enligt integralkalkylens huvudsats &r

:/ V1—t2dt
0

en primitiv funktion till f(x) = V1 — 22. Man kan dérfor ocksa visa (1) genom att visa

att Fy(x) och
zvV1 — 22 + arcsinx
Fy(z) = 5
skiljer sig at med en konstant da —1 < z < 1. Da 0 < z < 1 dr Fj(x) arean av det
skuggade omradet i figuren nedan. Eftersom sin¢ = x sa ar ¢ = arcsin z. Cirkelsektorns
area dr ¢/2 och triangelarean dr xv/1 — 22/2. Vi far dirfor att

1— 2 1— 2 3
Fl(x):x\/ . x +§:x\/ a:2+arcsmx:F2($)’ 0<z<l,

och eftersom bade F och Fy ér udda funktioner sa adr Fi(x) = Fa(x) da —1 <z < 1.

YA y=+v1-—1t2

~Y



Exempel 1 En cirkelskiva skall delas i tre lika stora delar med tva parallella raka snitt.
Var skall snitten placeras om de skall ligga lika langt fran cirkelns medelpunkt? Vi antar
att cirkelns radie &r 1. Arean av den skuggade biten &r

x €T
2/ \/1—t2dt:4/ V1—t2dt =2(x\/1— 22 + arcsin z).
—x 0
Hela cirkelarean dr w. Mittenbiten, och dven de bada dvriga bitarna, upptar en tredjedel

av cirkelskivan da -
V1 — 22+ arcsinz = 5

Denna ekvation, som bara kan 16sas numeriskt, har I6sningen = =~ 0,2649320846.

YA 2492 =1 i/ A
y:x\/l—x2+arcsinx2
%*
—x x t -1 0,265 17
_— -

Exempel 2 En oljesticka skall tillverkas till en liggande cylindrisk tank. Hur skall den
graderas? Vi antar, som i det forra exemplet, att cylinderradien dr 1. Vétskans volym &r
tankens ldngd ganger véitskans vertikala tvérsnittsarea. Vétskevolymen &r alltsa propor-
tionell mot ndmnda tvérsnittsarea, som &r

T
2/ \/1—t2dt:g+x\/1—x2+arcsin3:.
-1

Full tank motsvarar tvéarsnittsarean w. Forhallandet mellan vétskevolymen och tankens
volym &ar darfor

f(z) = 9
Later vi d vara vétskedjupet, dédr d = 1 motsvarar hela tankens djup, sa édrd = (x +1)/2.

Virdena i tabellen nedan har framkommit genom att vi lést ekvationen f(x) = k/10 da
k=0,1,2,...,10.

1 N V1 — 2?2 + arcsinx
- )

tA 2492 =1 Volym  Djup
0,0 0,000

0,1 0,156

0,2 0,254

0,3 0,340

. 04 0,421

\ / y 0,5 0,500
€ 0,6 0,579
0,7 0,660

0,8 0,746

0,9 0,844

1,0 1,000



Exempel 3 En get skall bindas vid en stolpe pa periferin av en cirkuldr éng. Hur langt
skall bandet vara om geten skall kunna beta av halva dngen? Vi antar att dngens radie
dr 1 och att bandets ldngd &r r. Da dr1 <r < 2.

Y (z—1)2+y? =r?

A

2?2 +y?=1

sY

N

Angen ér den vénstra cirkelskivan och geten kan beta den skuggade delen, som bestar av
tvé cirkelsegment med areorna 2 [* +/r? — (x —1)?dx och 2 fal V1 —2?dzx. Cirklarnas
skdrningspunkter har x-koordinaten a. Fér att bestimma denna subtraherar vi den ena
cirkelns ekvation fran den andras.

rP—l=@-1)+y*—2?—y* =2z +1.

Vi léser ut x och far att a = x = 1 —1r?/2. Substitutionen 1 —x = rt i den forsta integralen
ger att

a 1 T 7 7\ 2 r
2/ \/TQ—(.’L'—I)QCL’L'ZQT'Q/ V1-2dt=r*| - — = 1—(—) — arcsin — | .
. /2 22 2 2

—-Tr
2 2 4 2
Via= i (1-5) =y T =nfi-(5)

dr den andra integralen

1 2 2
2/ \/1—x2dx:g— (1—r—>r 1—(1)2—arcsin<1—r—>.

Eftersom

2

Arean av det skuggade omradet dr summan

2 2
_ 2 (T : f) T_ : A _ (f)
A(r)=r <2 arcsin 5 + 5 arcsin (1 5 ) ri/1 5

av dessa integraler. For att forenkla detta uttryck sétter vi ¢ = m — 2arcsin(r/2). Da é&r
arcsin (r/2) = w/2—¢/2, vilket ger att r/2 = sin (7/2 — ¢/2) = cos (¢/2). Vi far ocksa att
1—72/2=1-2cos? (¢/2) = —cos g = sin (p — 7/2), varfor arcsin (1 — r%/2) = ¢ — /2.
Anvinder vi formlerna 2 cos? (¢/2) = 1 + cos ¢ och 2 cos (¢/2) sin (¢/2) = sin ¢ far vi

A(r) :2gacoszg+7r—go—2cos§sin§ =7+ pcosp — sin .

Léser vi ekvationen 7 + @ cos ¢ — sin ¢ = 7/2 numeriskt far vi ¢ ~ 1,905695729, vilket ger
r ~ 1,158728473.



Baglangd

En kurva given pa parameterformen z = ¢(t), y = h(t), a < t < b, dér g och h ar
kontinuerligt deriverbara funktioner, har lingden

b
/ V(g ()2 + (W (t))2 dt.

En kurva av formen y = f(x), a < x < b, dir f #r en kontinuerligt deriverbar funktion,
kan skrivas x = t, y = f(t) och har darfor baglingden

/b I+ ()2 dt.

Exempel 4 Visoker lingden av kurvany = 2%, a < x < b. Om f(z) = 22 sa ar f'(z) = 2=
och formeln oven ger att lidngden &r

b
L:/ vV 1+ 422 dx.
a
Vi sétter t = 2x och far

1 [ 1+ t2 inht]2
L=3 \/1—|—t2dt:[ T A ]
2a

4

2a
V1 +40? — a1 + 4a? N In (2b + V1 + 4b2?) — In (2a + V1 + 4a?)
B 2 4 ‘

Exempel 5 Kurvan x = tcost, y = tsint, t > 0, utgér en spiral. Vi berdknar ldngden
av den del dar t < b. Hér dr dx/dt = cost — tsint och dy/dt = sint + t cost. Déarfor ar

dr\* | (dy\’
(d_jf) + <d_i> = cos®t + t?sin®t — 2t costsint 4 sin t 4 % cos® t + 2t costsint
=(1+ t2)(0052 t + sin® t)y=1+ t2.

och ldngden &r

b 2 2
/mdt:b\/l+b +1n2(b+\/1+b)
0

Cy




