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Bertrands postulat
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Bertrands postulat dr satsen, som séger, att om n > 3 &r ett heltal, sa finns det ett
primtal p, sadant att n < p < 2n — 2. Pastaendet, som var ett formodande fran 1845 av
den franske matematikern Joseph Bertrand, bevisades 1850 av den ryske matematikern
Pafnutij Tjebysjov. Det bevis, som presenteras hér, 6verensstammer i allt vésentligt med
det elementéra bevis, som den ungerske matematikern Paul Erdés 1t publicera 1932 [1].

Nagra olikheter

Lemma 1 Det géller att

T

s >aV2T, w102
x —_—

Bevis Det racker att visa att
2:2 2z
= > aVP2E, 1 >1024,
T

och denna olikhet dr ekvivalent med

2xIn2
f(z)=2In2—-2Inz—zlnx — T

>0, =z >1024.

Derivation ger att
~In2 2 2+Inz

/ _—— —
fi(z) 3 1 o
och att 5 |
" 2 nx

Eftersom f”(z) >0 da x > 1, dr f’ vixande pa intervallet [1,00). Eftersom

In2 2  2+In1024 172 17 17 3
'(1024) = — — - = = (m2-2)>0
FO0) = == = 1051 ~ 27702 96 512 96 (n 16> =5
sa dr f vixande pa [1024,00). Av att
2048In2 4In2
£(1024) = 1024102 — 21n 1024 — /1024 1n 1024 — 0482 _ 42,

3 3
foljer det slutligen att f(z) > 0dax > 1024. m
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Sats 1 Det giller att
47’L
4n? —1

> (2n)V2 . 4%, > 512,

Bevis Pastaendet foljer, om vi sétter x = 2n i lemma 1.

Sats 2 Om n > 5, sa giller det att
2
?n > V2n.

Bevis Eftersom n > 5, s dr 4n > 20 > 18. Detta ger att 4n? > 18n, varav

(2n)?
32

>2n. A

Den centrala binomialkoefficienten

Lemma 2 Om k och n dr naturliga tal, och 0 < k < 2n, sa giller det att

() =C)

Bevis Pa grund av symmetri ricker det att visa pastaendet, da 0 < k < n. Pastaendet

ir da ekvivalent med
(n)? < (2n — k) k!,

vilket i sin tur ar ekvivalent med

n! _ (2n—k)!
— <
k! — n!

Denna olikhet kan skrivas
nn—1)-(n—Mmn—-k—-1)<2n—-k)2n—-k—-1)---2n—k—(n—k—-1))

och &r giltig, ty (n —i) < (2n—k—1),dai=0,...,n—k—1. ®

2n 4n
> N.
<n>—2n+1’ "e

Bevis Det géller enligt binomialsatsen och lemma 2, att

4“:22":(1+1)2”:§<2£> gi(?) :(2n+1)<2:>. .

k=0 k=0

Sats 3 Det giller att

Exponenter

Definition 1 Om p &r ett primtal och n ett positivt heltal, definierar vi exponenten £, (n)
av p i n som det storsta naturliga tal k, for vilket p* | n.

Lemma 3 Om m och n &r positiva heltal, sa giller det att £,(mn) = £,(m) + ¢,(n), och
om m | n, att £p(n/m) = £y(n) — ,(m).

Bevis Pastaendet foljer av aritmetikens fundamentalsats. m



Foljande sats bevisades 1808 av Adrien-Marie Legendre [2].

Sats 4 Om n &r ett naturligt tal och p ett primtal, sa &r
| n
lp(nl) =) Lﬂ :
k=1
Bevis Vi noterar att
5| -tz 1< iy
Definiera for k € Z, funktionen fj : Z; — {0,1} genom
: 1 om p |4,
fe(G) = {
0 annars.
Da ar

b(d) = fu(d).
k=1

Vi kan nu genomfora beviset av satsen med induktion éver n. Da n = 0, 4r pastaendet
trivialt sant. Antag att likheten géller, da n = m. Da &r, enligt lemma 3,

L((m+ 1)) =Lp(m!) +Lp(m+1) = Z L%J + Z fe(m+1)
k=1 k=1
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Summan i satsen innehaller bara #ndligt ménga termer skilda fran noll. Om n € Z, , kan
vi lata k l6pa fran 1 till [log,n].

Lemma 4 Om n dr ett naturligt tal och p ett primtal, sa giller det att

2n n
0<|—|—-2|—| <L
L}’“J Lﬂ’“J

Bevis Det giiller enligt divisionsalgoritmen, att det finns ett heltal r, sadant att
n
n = {—kak—H", 0<r<ph
p

Det foljer att
n
2n=2|—
Lﬂ’f

{2nJ 2{nJ_ 0 om 2r < pF,
pk Pkl )1 om2r2pk.l

ka+2r, 0 < 2r < 2p,

varav



Sats 5 Om n &r ett positivt heltal och p ett primtal, sa ar

‘, <<2:>> < log, 2n.
o((0)- 5] -2[3) =

Bevis Enligt lemma 3, sats 4 och lemma 4 &r

Om p > v/2n, sa ar

by ((2: >> = 6,((2n)!) — 26, (n!) = Uojfjjj B—ZJ 2 Ug L%J
log,, 2n
SE([5]-2[3]) < v

Det andra pastaendet i satsen foljer av lemma 4 och det faktum att

R

om k>1ochp>+2n N

Primultet
Definition 2 Om n dr ett naturligt tal, definierar vi n-primultet som

n# =[]

dér p genomloper méngden av primtal, som &r mindre &n eller lika med n. Enligt de vanliga
konventionerna for produkter dr 0# = 1# = 1.

Lemma 5 Om n &r ett naturligt tal, sa géller det att

H < <2nn+1>,

n+2<p<2n+1

dér produkten &r 6ver primtal p.

Bevis Om produkten dr tom, dr olikheten uppfylld. I annat fall delar vart och ett av de
ingaende primtalen hogerledet, vilket darfor ocksa delas av deras produkt. m

Lemma 6 Om n ar ett naturligt tal, sa géller det att

<2n + 1> <4,
n
Bevis Pastaendet foljer av att

2n+1
2n+1 2n+1 2n +1 2n+1 9
2 — <§ =t —9.yn m
( n > ( n >+<n+1>_ ( k >

k=0



Sats 6 Om n dr ett naturligt tal, sa géller det att
n# < 4",

Bewvis Vi bevisar pastaendet med induktion éver n. Da 0 < n < 2, finner man att olikheten
ar uppfylld genom utrikning. Antag att m > 3, och att olikheten géller, d& n < m. Om
m ar ett jamnt tal, sd &r m inte ett primtal, och man far att

m# = (m— D)# < 4™t <yqm

enligt induktionsantagandet. Antag att m = 2k + 1 &r udda. Da &r

m#:(2k+1)#zﬂp=<ﬂp>< I1 p)=(/~c+1)# II »

p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k-+1 k+2<p<2k-+1

enligt induktionsantagandet och lemma 5 och 6. ®

Bertrands postulat
Sats 7 Om n > 3 &r ett heltal, sa finns det ett primtal p, sddant att n < p < 2n — 2.
Bevis Vi bevisar forst pastaendet, da n > 512. Da géller det enligt sats 2, att

2
\/2n<?n<2n—1.

Om p &r ett primtal, och

géller det darfor enligt sats 5, att

o5 ((2)) - [2]-a[z)<a-ams

Det foljer att p inte delar

Om primtalet p delar denna centrala binomialkoefficient, sa géller det att p | (2n)!, och
darfor att p | k for nagot heltal k, sadant att 1 < k < 2n. Eftersom 2n inte dr ett primtal,
sa géller det att p < 2n.

Antag nu att det inte finns nagot primtal p, sadant att n < p < 2n —2. Om primtalet p
delar binomialkoefficienten, sa géller det da att

2
pggn eller p=2n-—1,

eftersom inte heller 2n — 2 ar ett primtal. Om p = 2n — 1 &r ett primtal, sa ar sjilvklart

+((3))=



Vi far darfor att
(%) = T < ( 10 pep«?:))) < 10 pep<<2:>>) (2n 1),
" p<V2n :

Enligt sats 5 &r
2n
H pgp((n)) < (2n) < (2n)m,
p<v2n p<V2n

eftersom antalet primtal p, saddana att p < +/2n, inte 6verstiger v/2n. Enligt samma, sats
géller det att
2n
o(() =
om p > v/2n. Darfor &ar

NSNS | VS | F A EEF Y

2n<p§27” Vv 2"<P§27n p<Z

Y

enligt sats 6. Vi far alltsa, att

<2”> < (2n)VT4%E (2n - 1),

n

och om vi kombinerar detta med sats 3, far vi

4n /5= 2n
PR (2n) V24,
/”L —

Eftersom detta strider mot sats 1, har vi visat pastaendet i satsen, da n > 512.
Det aterstar att visa pastaendet, da 4 < n < 511. Betrakta foljden

(pe)ilo = (4,5,7,11,19,31,59, 113, 223, 443, 883),

i vilken alla element utom pg &r primtal. Det géller att pr11 < 2pr —2,da k=0,1,...,9.
Om 4 < n <511, viljer vi k, sa att p, < n < pgsq. Da dr 2n — 2 > 2p — 2 > pr41, och vi
finner, att det for primtalet pr1q géller, att n < pgr1 <2n —2. A

Det var i sjdlva verket foljande nagot mer eleganta men svagare sats, som bevisades av
Erdoés.

Korollarium 1 Lat n vara ett positivt heltal. Da finns det ett primtal p, sadant att
n <p<2n.
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