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Hjälpmedel: Bifogat formelblad. För att du skall kunna erhålla full

poäng skall dina lösningar vara läsvärda och försedda med ordentliga

motiveringar. Lämna tydliga och enkla svar där så är möjligt.

1. a) För vilka z P C är funktionen z ÞÑ |z|2 komplext deriverbar? (0.2)
b) Gäller trigonometriska ettan, cos2 z � sin2 z � 1, för alla z P C? (0.2)
c) Är det sant att Logpz2q � 2 Logpzq om Re z ¡ 0? Här betecknar Log

principalgrenen av logaritmfunktionen. (0.2)
d) Antag att R ¡ 0 och att z P C är sådant att |z|   R. Visa att

Re
R � z

R � z
¡ 0: (0.2)

e) Bestäm talen a och b så att talföljden pukq de�nierad av uk � 2k � 3k

uppfyller rekursionsekvationen uk�2 � auk�1 � buk � 0. (0.2)

2. a) Låt 
 vara en kurva som kan parametriseras av z � eit, ��{2 ¤ t ¤ �{2.
Beräkna, med hjälp av de�nitionen, kurvintegralen

w



1� z2

z
dz: (0.5)

b) Formulera Cauchys integralsats. Ge ett exempel på en kurvintegral som
du enkelt kan beräkna med Cauchys integralsats, men för vilken beräkning
med hjälp av de�nitionen verkar hopplös. (0.5)

3. Avgör, för var och en av serierna nedan, för vilka reella x den konvergerar.
(0:3� 0:3� 0:4)
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4. Beräkna, för t P R, integralen
w �8

�8

eitx

p1� x2q2
dx.

5. Låt f och g vara 2�-periodiska funktioner sådana att fpxq � x och gpxq � x2

för x P r��; �q. Visa att den trigonometriska Fourierserien för f inte konver-
gerar likformigt på R, men att den trigonometriska Fourierserien för g gör det.
Beräkna även summan av serien
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6. I den här uppgiften betraktar vi den modi�erade Besselfunktionen I0. Vi låter
den vara de�nierad via sin potensserieutveckling,

I0pxq �
�8̧
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pk!q2

�x
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2k

; x P R:

a) Visa att I0 uppfyller di�erentialekvationen

x2y2pxq � xy1pxq � x2ypxq � 0: (0.3)

b) Beräkna, för heltal k ¥ 0, integralen

1
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w
|z|�1
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z
dz: (0.3)

c) Visa att

I0pxq �
1

2�

w
2�

0

ex cos � d�: (0.4)

Lycka till!


