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Enkel linjir regression

Finns det ett linjirt samband mellan x och y? Hur ser det i sa fall ut?
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Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel
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Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel

Linjdr regression

Vi har n st par av mitvirden (Xg, yx), K= 1,...,n dir y; ir
observationer av

Yk = o+ Bxy + e

dir & 4r oberoende av varandra, och ¢ € N (0, o).

a och (B ir okinda tal, Xy ir kiinda tal ("oberoende varibel”). Vi fir di
Yi € N(a+ Bxg, 0) = N (u, 0)

Y’s vintevirde ligger p4 en rit linje, u(x) = o+ Bx, dir § ir linjens
lutning och o dess skirning med y-axeln.
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Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel

Skattning av parametrarna o och 8*

Parametrarna kan skattas t.ex. med ML-metoden, dvs det (, 3, 0%) som
maximerar (med avseende pa (, 3) )

W= (eBx))?
252 g

Hed H@

1 n/2
_ ( 02> o 37 S (@ ox0))?
2n

Parameterskattningarna

ML-skattningarna av & och * dr (OBS! MK-skattningarna ocksa!)

*_Zn: (Xk_)_()(yk_}_/) . SX % __ = % =
g = kizﬂ(xk—)_()z __S—Xi, o =y—pF*-X

Skattningarna o och 8* ir dock inte oberoende av varandra.
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Linjir regression Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel

Skattning av o2

Definera residualerna som avstinden frin yj-virden till den skattade
linjen:

ek =Yk — (o + " xk) =t Yk — " (Xk)
och residualkvadratsumma

52
k=1 XX

For o2, dvs. variansen for g samt for Yy, blir d& skattningen

* _ QO
Co _Sz_n—z

Skattningen ir korrigerad med ”—2” f6r att bli vintevirdesriktig.
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Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel
S <) P

Rikna ut kvadratsummorna

For att rikna ut kvadratsummorna Sy, Syy och Sy, kan man ha
anvindning av sambanden

Sx = Zn:(xk —Xx)? = (ix,%) — nx?
k=1 k=1

Sw=> Wk—¥) = (Zyi) — ny?
k=1 k=1

Sy = Xk =Xk —¥) = <ZX/<YI<) — nxy
k=1 k=1
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Modell Parameterskattningar Rikneregler Exempel

Linjir regression
Exempel, x-Cu-konc. y-absorption

Vi har foljande 10 par av mitvirden:
k: | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 50 50 100 100 150 150 200 200
—0.005 —-0.003 0.092 0.084 0.185 0.185 0.329 0.302 0.372 0.336

For att skatta parametrarna i regressionsmodellen behovs

n = 10, > xx = 1000, vk = 1.8770,
S xkyk = 282.05, Y. x2 = 150000, >y = 0.5347

Xk
Yk

n
= S« =Y _Xg—nx*>= 150000 — 10 - 100* = 50000

k=1
2
Syy = 0.5347 - 10 (1'8770> =0.1824
Sxy = 282.06 — 11—0 -1000 - 1.8770 = 94.35
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Linjir regression

Skattningarna blir

PPN 1'%70 ~0.0019- % — _0.0023
Samt
2 2
94.35
Xy
= —_ = = .1 24 - - . 44
Qo =5y~ =01824 = 75500 = 0-00
. [ Q \/0.0044 B
o =s= /-2 =[P = 00234
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Exempel, Xx-Cu-konc. y-absorption



Modell Parameterskattningar R

Exempel, Regressionslinje

Konfidensintervall for p(x) och prediktionsintervall
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Ar skattningarna bra? Nira de ritta virdena?




Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Skattningarnas fordelning

Eftersom

Sy ek —X) (YY)
Sxx > ke (X — X)?

bida ir linjdra funktioner av Y) (men inte av talen Xy), som dr

normalférdelade, maste dven o och 8* vara normalfordelade.

Skattningarnas fordelning

Férdelningarna blir

1 x2

nt S sen (o)

... men de ir inte dock oberoende av varandra!

o eEN| oo
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Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Skattningarnas fordelning (forts)

Men man kan visa att 8* och Y ir oberoende av varandra.
Kovariansen mellan o* och 8* blir da

Cla, B7) =C(Y =" x. 5")

(Y, ") —x-C(p", ") =
52

SXX

Il
o
|
x|
=
@
<
Il
x|

Vi ser att kovariansen ir negativ d& X > 0 och positivdi X < 0.

For Qg giller dessutom

K e n-2)

(’2” dr fortfarande antalet skattade parametrar i Qg — kom ihdg
tumregeln!)
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Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Intervallskattningar

Skattningarna av o och 8* dr bada pd formen
¥ € N (9,D(v¥"))

dir D(¥") innehiller ett o som skattas med ett S med f = n — 2
frihetsgradet. S4 vi fir konfidensintervall med konfidensgrad 1 — a
(*@” anvinds eftersom o dr upptagen) som vanligt:

ly= o+ t,5(F) - d(a) = & + t, (N —2) -5

Ig =p" £t5,(f)-d(B") =" £ t0(n - 2) ——
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Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsinte

Konfidensintervall f6r u (eller for linjen)

Fér ett givet X-virde, X = X, kan vi skatta Y-s vintevirde med
o = U (Xo) = o + % - Xq dvs. en punke pa den skattade linjen.

V() = V(d" + 5" Xo)
&Y x) =V (Y 4 5 (0 — X))
(B*, Y ir ju oberoende) = V(Y) + (xo — X)? - V(5*)

o? o P
= F+(x0—x) S
1 (x0—x)?
* N _ NV T
e {qu Ho,o’ n"‘ SXX

Vi far sdledes direkt ett konfidensintervall for g som

lug = v £ tapa(f) - d(up) = o £ taya(n = 2) -5y )~ +

Stanislav Volkov — s.volkov@maths.lth.se FMSF20 F12: Regression



Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Prediktionsintervall

Intervallet ovan giller vintevirdet f6r Y dd x = Xo. Om man vill uttala
sig om en framtida observation av Y for X = Xq blir ovanstiende
intervall for smalt.

Vi kan f3 ett prediktionsintervall for en framtida observation for ett
givet Xo

Y(x0) = & + % - X0 + €0 = g + o,
E(Y(x0)) =0+ 0, V(Y(x0)) = V(i5) + V(<o)

Prediktionsintervallet blir

(X0 — X)?

* 1
XX

Observera att det bara ir ettan i kvadratroten som skiljer mellan
prediktionsintervallet och konfidensintervall /.
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Skattningar

Konfidens- och prediktionsintervall
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Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Kom ihdg...

Gauss approximationsformler i en variabel

Y = g(X). Taylorutveckla funktionen g kring u = E(X)

9IX) =9+ (X —wg'(w) =

> E(Y) = g(E(X))
> V(Y) ~ (g'[EX)])* - V(X)
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Skattningar Egenskaper Intervall Prediktionsintervall Kalibreringsintervall

Kalibreringsintervall

Man léser ut Xg ur yog = y( 5) = o + B* - x§ och fir

Yo— o
ﬁ*

Denna skattning ir tyvirr inte normalférdelad, men vi kan t.ex.

Xy =

anvinda Gauss approximationsformler f6r att fi fram ett approximativt

virde pa D(x5).

Kalibreringsintervallet blir

(Yo — ¥)?
l =X+t n—2 + — 4+
0+ ta2(n = 2) 15 M (R
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Kalibreringsintervall
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Modellvalidering Residualplottar

Modellvalidering

I modellen antar vi att variationen kring linjen ir
ex € N(0,0), dir fel ¢ dr oberoende av varandra

Eftersom skattningarnas férdelning och konfidensintervall osv. baseras
pa normal-antagandet dr det viktigt att undersoka om antagandet ir
rimligt.

Vi kan studera residualerna, dvs avvikelserna mellan observerade
y-virden och den skattade linjen u*(x) = o« + 8*x.

ek =Yk — LX) =y — (" +8"-x), k=1,....n

Dessa ir observationer av €k, och residualerna bor alltsi:
> se ut att komma frin en och samma normalfordelning
» vara oberoende av varandra

> vara oberoende av alla x.
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Modellvalidering

Mindre bra residualplottar

10

Residualplottar

&
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Modellvalidering Residualplottar

Hypotesprévning

Man vill testa

Ho: ﬁ:ﬁo mot
Hi: B #0.

I en modellvalidering bér man ha fp = 0, dvs. man vill veta om x
verkligen paverkar y eller inte (dtminstone pa ett linjirt sitt...).

Det gors t.ex. genom att forkasta Hy med felrisken! @ om

» punkten [y ¢j ticks av Ig, eller

wT_ B b
> |T| > tya(n—2) dir T = d(,B*)o_d(,B*)’

"o upptagen
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Modellvalidering Residualplottar

Residualplottar f6r Cu-kalibreringen

Residualer mot x Normplot av residualer
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