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1 F¬oro rd

G¬oran Dillner (1832-1906) var j¬amt. Studera matemat ik b¬orjadehan i Uppsa-
la 1854, f¬orst under Malmstensom handledare och sedan Daug. Han dispute-
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radef¬or doktorsgraden1863 [7] och blev adjunkt 1865. 1871-1873 s¬oktehan en
professur i Lund, men blev f¬orbigûangen efter ett synnerligen stridigt t ills¬at t -
nings¬arende. Pûa synnerligen l¬osa boliner gick t j¬ansten t ill C. F. E. Bj¬orling.
Dillner blev aldrig professor, vilket gr¬amde honom livet igenom, 1877 blev
han dock extra ordinarie professor i Uppsala. H¬ar v¬ander vi oss t ill hans
kanske vikt igaste arbete, som tyv¬arr blev f¬oga k¬ant.

1.1 Tack

Jag ¬ar skyldig Mikael Abrahamsson ett stort tack f¬or at t han har tagit fram i
biblioteket ûat mig all sk¬ons material, relaterat med Dillner och kvaternioner

1.2 Gûarding

Lars Gûarding, som i sin bok [5]1 eljest¬ar yt terst krit isk mot Dillner, ger nûagot
¬overraskande honom ber¬om f¬or hans kvaternionarbete, som f¬orf sj¬alv kallar
f¬orsvenskat2 kvaternarbete, [8]:

ÒDet ¬ar emellert id m¬ojlig t at t Dillner var en b¬attre / iker ¬an analyt iker.
Det Þnns ett utm¬arkt arbete (1881)3 av hans hand som ¬ar en moderniserad
och avmystiÞerad framst¬allning av Hamilt ons quaternioner. H¬ar kommer f¬or
en gûangs skull r¬aknereglerna f¬orst och den geometriska tolkningen efterûat .Ó
[5], sid. 80.

Med en kvatern menar f¬orf en kvaternion med den 1-a koordinaten 0.
Hamilt on sj¬alv s¬ager h¬ar Ð pûa engelska Ð Òright quaternionÓ, hur nu detta
skall ¬overs¬attas t ill andra sprûak Ðrikt ig kvaternion?.4

Arbetet skrevs pûa svenska 1876 och ¬oversat tes t ill tyska under Dillners
resa i Tyskland s ûa, enkannerligen av v¬annen Heine5, dûa Dillner g¬astade
denne i Halle, Det utkom samma tryckûar i Mathemat ische Annalen, en le-
dande matemat isk t idskrift pûa den t iden. Arbetet blev anm¬alt i Jahrbuch av

1Denna annars pûa mûanga s¬at t utm¬arkta bok borde kanske egenligen ha hetat ÒSvensk
matemat ik von ObenÓ. Det som Gûarding d¬ar skriver om den ovann¬amnda professorsstri-
den ¬ar delvis felakt igt och ot illr ¬ackligt . Som matemat isk f¬orfat tare var Dilln er ganska
volumin¬os, men hans roll som matemat iker har varit omstridd.

2eller f¬ortyskat?
3B¬or vara 1876!
4Hurwitz talar Ð pûa tyska1 Ð om Òreelle QuaternionenÓ [14].
5Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881), tysk matemat iker, mest k¬and f¬or Heine-Borels

sats men ocksûa f¬or sina arbeten om speciella funkt ioner (Legendre polynom, Lam«e och
Besselfunkt ioner).
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Dr. F. M¬uller (Ludwigslust), JFM 09.0316.03. Se ¬aven Dillners interessanta
sj¬alvbiograÞ [?].6

Vad som nu f¬oljer ¬ar huvusakligen en ¬overs¬attning t illbaka? t ill svenska
av [8] med mina synpunkter och kommentarer.

I arbetets inledning r¬aknar f¬orf upp ett antal b¬ocker om kvaternioner
b¬orjande med Hamilt ons egna tvûa, [11] och [12]. I referenserna i slutet har vi
angivit samtliga dessa, n¬amligen:

1. All«egret [1]

2. Hankel [10]

3. Hamilt on [11]

4. Hamilt on [12]

5. Ho¬uel [13],

6. Kellan-Tait [16]

7. Unverzagt [23]

En god k¬alla om kvaternioner ¬ar eljest Hermann Rothes encyklopedi-
art ikel [?], d¬ar man hit tar ßer referenser.

Nûagra andra, ¬aldre k¬allor, som jag dock ¬annu inte tagit del av, ¬ar [15] och
[19].

Vidare kan man rekommendera Blaschkesbok [4], som dock mesthandlar
om kinemat ik, den bygger delvis pûa f¬orel¬asningar avgivna i Buenos Aires,
Helsingfors och Barcelona.

Blaschke, liksom Rothe pûapekar ocksûa, at t det mesta om kvaternioner var
k¬ant redan av Euler och Gauss.

Vidare n¬amner Dillner ett antal fundamentala ÒlagarÓ, som den ÒHamil-
tonska metodenÓgrundar sig pûa, n¬amligen:

1. den associat iva lagen,

2. lagen f¬or en produkts konjugat ion,

3. lagen om r¬akning i det dubbla axelsystemet,

6Se ¬aven [17], s. 57 Ðallt som d¬ar s¬ags pûa denna punkt , stûar jag dock inte l¬angre f¬or;
jag borde ha l¬ast uppsatsenmycket noggrannare redan dûa.
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4. den distribut iva lagen,

Det ¬ar pûa de under 1), 2) och 4) n¬amnda lagarna, som Hamilt on grun-
dar begreppet kvater(io)n. Utvecklingenav den tredje lagensaknas sûav¬al hos
Hamilt on som andra f¬orf, ehuru denna lag f¬oretr¬adesvis ger ûat metoden ka-
rakt¬arenav ett anv¬andbart och kraft igt instrument. Det ¬ar detta senare, som
¬ar Dillners kanske fr¬amsta matemat iska insats ¬overhuvutaget.

2 F¬orb eredande anm¬ark ningar

2.1

Lûat OXY Z vara ett givet r¬atvinkligt axelsystem [i R3]. I de positiva rikt -
ningarna av axlarna OX, OY, OZ markeras frûan origo O motsvarande en-
hetsl¬angder i, j, k . F¬or dessainf¬oresf¬oljande mult iplikat ionsregler:

ij = k, jk = i, ki = j,

j i = ! k, kj = ! i, ik = ! j.

(1)

F¬orf ger ocksûa en mekanisk tolkning av dessaformler. At t g¬ora dylika
mekaniska tolkningar var en av Dillners specialit eter. Han anv¬ande sig d¬arav
i sin konstrukt ion av de komplexa talen i doktorsavhandlingen [7], dessv¬arre
f¬oga uppskattad av Gûarding [5].

2.2

H¬ar h¬avdar f¬orf, at t den associat iva lagen g¬aller om och endast om

i 2 = j 2 = k2 = ! 1. (2)

Men detta anserjag vara nonsens, bl a f¬or at t dessakvadrater helt enkelt
inte ¬ar deÞnierade! Ðbara produkterna av i, j, k ovan.

I st¬allet b¬or man, som man g¬or numera, taga (??) som en deÞnit ion!
Dvs vi konstruerar den 4-dimensionella associat iva av kvaternionalgebran
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H genom att till enheterna i, j, k adjungera.7 ¬aven en ÒreellÓenhet i 0 med
i 2
0 = ! 1. Lûat oss mycket tempor¬art skriva i 1 = i , i 2 = j i 3 = k H har dûa

allt sûa generatorerna i 0, i 1, i 2, i 3 och relat ionerna

i20 = ! 1, i 1i 2 = ! i 2i 1 = i 3(3)j¬amte liknande erhûallna genom att cykliskt
permutera indicesoch bestûar av /

a0 + a1i + a2j + a3k, (4)

kallade kvaternioner, d¬ar koe! cienterna a0, a1, a2, a3¬ar reella tal.8

F¬orf betraktar sedan uttryck av typ

! = ix + jy + kz (5)

d¬ar x, y, z ¬ar Òvanliga koordinaterÓ.
Ett sûadant kallash¬arf ¬orettrumkomplex(triplex )ellerenÒvektor!!.Maninf ¬ornudeavHamiltonochsenarehanselevochv¬anPeterGuthrieTait (1831! 1901)9begagnadeÒtecknen!!T

och U, kalladeÒtensor!!ochÒenhetsvektor!!.
Man har

T

och

Uøi cosl + j cosm + k cosn =
ix + jy + kz

!
x2 + y2 + z2

=
T

, (7)

varvid l, m, n ¬ar vinklarna, som vektorn bildar med resp. axlar i, j, k .

7Jag ¬ar inte medveten om i vad utstr¬ackning Dilln er Ðoch hans samt id - var f¬ort rogren
med detta begrepp.

8ÒThe light dawned upon him Ð as his admirers like to tell Ð on a certain October
day of 1843, when walking under a Dublin bridge (Broom Bridge, or by Hamilt on called
Brougham Bridge) he discovered the quaternion. Struik [22]. For informat ion about the
lif e of the lif e of Hamilt on, cf. also Bell [2]. Volume Two. Chapter Twenty, Genius and
stupidit y.Ó
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3 Multiplikation av vektorer

3.1

Vi betraktar nu produkter av r vektorer, 1, 2, . . . , r . Man har dûa

12. . . r =
(ix 1 + jy 1 + kz1)( ix 2 + jy 2 + kz2) á á á= ( ix r + jy r + kzr) =

= W + iX + jY + kZ.

d¬ar W, X, Y, Z ¬ar reella tal.
F¬orf reder sedan ut, at t associat iva lagen g¬aller ocksûa f¬or produkter av

vektorer.

3.2

Det ¬ar en dylik produkt av vektorer som framgent ocksûa kallas kvatern. Den
associat iva lagen g¬aller f¬or en produkt av ett godtyckligt antal kvaterner.

3.3

Det f¬orsta ledet W i en kvaternen (8), som ¬ar reell och oberoende av axelsy-
stemet, kallas skal¬aren10 eller den algebraiska delen, summan av de ¬ovrig tre
leden, som ¬ar en vektor, kallas kvaternens geometriska del.

Vi har allt sûa f¬oljande samband:

12. . . r = S12. . . , r + V12. . . , r 11, (8)

d¬ar

S12. . . , r = W
V12. . . ,r=iX+jY+kZ ,

En v¬asent lig egenskap hos en vektor utg¬or f¬oljande:

V 212. . . , r = ( X 2 + Y 2 + Z 2) = ! T2V 212. . . , r, (9)

10Quantitas ÒscalarisÓ.
11F¬or tydlighets skull b¬or man s¬at ta en parantesefter S och V och ett analogt tecken,

f¬or at t antyda omfûanget av ett dylik t tecken.
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dvs kvadraten av en vektor ¬ar lika kvadraten pûa dennas tensor tagen med
omv¬ant tecken.

Konjugatet av en produkt betecknas med K 12. . . 12. . . , r och def«õnieras
medelst

K 12. . . , 12. . . , r = S12. . . , 12. . . , r !
! V12. . . , 1r . . . , r,

dvs di" erensenmellan skal¬aren och vektorn av en produkt.
Kvadraten av tensorn av en kvatern deÞnieras som produkten av kvater-

nen och dennas konjugerade; allt sûa enligt 3.1, (??) och (??).

T2 = 12 . . . , 12. . . , r ! (S12. . . , 12. . . , r+
+ V12. . . , 12. . . , r ) =
= (S12. . . , 12. . . , r ! V12. . . , 12. . . , r ) =
= S212. . . , 12. . . , r ! v212. . . , 12. . . , r =
= W 2 + X 2 + Y 2 + Z 2.

Vi ser sûaledes, at t tensorn av en kvaterns kvadratrot ¬ar summan av
kvadraterna av henneskoordinater.

3.4

Med direkt mult iplikat ion Þnner man samtidigt [vid 2-st¬alliga produkter]
"

12 = S1a2 + V1a2,
(! 1)2a2a1 = S1a2 ! V1a2.

#

.

Vi antar nu, at t denna lag g¬aller f¬or produkten av r vektorer, eller villket
¬ar likv¬ardigt :

12. . . , r ! 1 = S12. . . , r ! 1) + V12. . . , r ! 1,
(! 1)r" 1r ! 1. . . 21 = S12. . . r ! 1 !
V12. . . , r ! 1),

Vi skall nu bevisa, at t samma lag g¬aller likv¬al f¬or enprodukt av r vektorer.
Enligt (6) s¬atter vi 12. . . , r ! 1 = + i" + j#k" ; dûa erhûaller vi genom

mult iplikat ion f¬oljande result at :

12. . . , r ! 1 = r$ ! (xr" + yr# + zr%) +

$
$
$
$
$
$

i x r "
j yr #
k zr %

$
$
$
$
$
$
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F¬orf f¬orklarar inte den ovan f¬orekommande ÒdeterminantenÓ.
I [9], sid1312 omn¬amns nûagra Òdeterminantakt igaÓ(determinantenart ige)

symboler inf¬orda av L. Schrutka v. Rechtenstamm [?].
Enkannerligen inf¬ors d¬ar f¬oljande bildningar:

(ab) = 1
2 [aøb! bøa],

(abc) = 1
2 [(bc)a] + ( ca)b+ ( ab)c],

(abcd) = 1
2 [! (bcd)øa] + ( cda)øb! (dab)øc + ( abc) ød],

varvid (abc) ¬ar en vektor och (abcd) en skal¬ar.
Vi erhûaller sûaledesgenom j¬amf¬orelsemed den f¬orra mult iplikat ionsresul-

tatet:

(! 1)rr . . . 21 = S12. . . r ! V12. . . r = K 12. . . r.

Men enligt (3.4) ¬ar denna formel rikt ig f¬or r = 2, allt sûa ¬ar den rikt ig f¬or
r = 3, och i allm¬anhet f¬or r = ett godt helt positivt tal.

Vi kan sûalunda formulera f¬oljande allm¬anna sats av fundamental betydel-
se:
Konjugatet av enprodukt av ett godtyckligt antal vektorer ¬ar lika produkten
av samma vektorer, alla tagna med motsat t tecken och i omv¬and ordning.

Denna fundamentallag skall vi kalla Lagen om konjugatet av en produkt.

3.5

Om antalet vektorer i (3.4) ¬ar udda eller r = 2n, och produkten av godtyck-
liga tvûa vektotrer beteckande q1, q2, . . . qn, erhûaller i f¬oljande mycket vikt iga
formel

Kq1q2 . . . qn = Kqn . . . Kq2Kq1, (10)

Konjugatet av en produkt av kvaterner ¬ar lika produkten av konjugaten
kvaternerna tagna i omv¬and ordning.

3.6

Genom mult iplikat ion av formlerna (9) och (3.4) fûar vi med hj¬alp av den
associat iva lagen f¬oljande result at

T212. . . r = T21T22. . . T2r, (11)
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dvs (efter kvadratrotutdragning) tensorn av en produkt av vektorer ¬ar lika
produkten av samma vektorer.

Genom mult iplikat ion av kvaternprodukten q1q2 . . . qn med vektorer ¬ar
lika konjugaten i (10) erhûaller vi enligt (3.3) och Nr 6:

2q1q2 . . . qn = T2q1T2q2 . . . T2qn,

dvs (efter utr¬akning av kvadratroten) ¬ar tensorn av produktenlika produkten
av tensorer lika samma kvaterner.

Enligt formlerna (11) och (2.2) kan vi allt sûa utt rycka en produkt av god-
tyckligt mûanga summor, vilkas summander ¬ar tre eller fyra kvadrater, som
vi skall sei f¬oljande exempel.

Ex. 1. I (11) har vi f¬or r = 2:

x1x2 + y1y2 + z1z2)2 + ( y1z2 ! z1y2)2 + ( z1x2 ! x1z2)2 + ( x1y2 ! y1x2)2

= ( x2
1 + y2

1 + z2
1)2(x2

2 + y2
2 + z2

2)2.

Ex. 2. I (2.2) erhûaller vi f¬or n = 2, om vi s¬atter

q1 = w1 + ix 1 + jy 1 + kz1

och

q2 = w2 + ix 2 + jy 1 + kz2,

f¬oljande av Euler angivna formel:

(w1w2 ! x1x2 ! y1y2 ! z1z2)2 + ( w1x2 + w1x1 + y1z2 ! z1y2)2+
(w1y2 + w2y1 + z1x2 ! z1y2)2 + ( w1z2 + z1w2 + z1w2 + x1y2 ! y1x2)2 =

= (w2
1 + x2

1 + y2
1 + z2

2)(w2
2 + x2

2 + y2
2 + z2

2).

Frûan dessaexempel kan vi sluta oss t ill den stora vidden hos formlerna
(15) och (16).
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3.7

Medelst addition av formlerna (7) och (13) erhûaller vi:

S12. . . r = 12 . . . r + ( ! 1)rr . . . r = 2a1,
2V12. . . r = a12. . . r = 12 . . . r ! (! 1)rr . . . 21,

en formel av stor betydelsei de f¬oljande redukt ionerna.
Ur (13) erhûaller vi vidare

Sa12. . . r = ( ! 1)rSr . . . 21
2V a12. . . r = ( ! 1)r+1V r . . . 21,

som fûar betraktas som ett annat ut t ryck f¬or formel (13).

3.8

Det reciproka v¬ardet 1
p eller p" 1 av en kvaternp deÞnieras som den storhet,

som mult iplicerad med kvaternen sj¬alv, ger result at ett , dvs

1
p

= p" 1 =
K p
T2p

.

Enligt denna deÞnition erhûaller man, eftersom man har enligt (3.3)pKp =
T2p:

1
p

= p" 1 =
K p
T2p

, (12)

dvs det reciproka v¬ardet av en kvatern ¬ar lika dennas konjugat delat med
kvadraten av tensorn.

Betydelsenav en kvot q
p gesav f¬oljande likhet:

q
p

= qáp = qp" 1 =
qK p
T2p

. (13)

Vi ser sûaledes,at t kvoter av kvaterner kan omedelbart underkastas mul-
t iplikat ionslagarna.

Eftersom en vektor kan betraktas som en kvatern med skal¬aren noll, sûa
g¬aller formlerna (12) och (13) f¬or vektorerna 1 och 2 i st¬allet f¬or kvaternerna
p och q. Eftersom enligt (3.3)K 1 = ! 1, har vi allt sûa f¬oljande uttryck f¬or det
reciproka v¬ardet av en vektor 1:

1
1

= 1" 1 =
! 1
T21

, (14)
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samt f¬or kvoten mellan tvûa vektorer 2 och 1:

2
1

= 2 á
1

! 2
=

! 2a
T21

, (15)

3.9

F¬oljande sats ut talas som sj¬alvklar, ty en skalar, i egenskap av en rent / isk
storhet, och envektor, som enbest¬amd geomertrisk storhet, intekan upph¬ava
varandra:

Om q betecknar en kvatern, sûa kan ekvationenSq+ V q= O inte existera,
utan att Sq = 0 och V q = ix + jy + kz = 0, varvid den senare ekvat ioner
s¬onderfaller i de tre f¬ojande: x = 0, y = 0 och z = 0.

Som en f¬oljd t ill denna sats har vi satsen:
Ekvat ionen q ! q! = 0 eller q = q!, dûa q = w + ix + jy + kz och q! =

w! + ix ! + jy ! + kz!, kan inte existera, sûavida intex = x!, y = y! och z = z!.

4 R¬akning i det dubbla axelsyst emet

4.1

En produkt av vektorer 12. . . r , ut f¬ort i ett visst givet axelsystem (i s, j s, ks),
kommer att betecknas med (s)12. . . r ; index s = 0 kommer att ansessûasom
motsvarande axelsystemet (ijk ).

Vi har allt sûa den 2-ledande produkten

(1)12 = ! (x1x2 + y1y2 + z1z2) +

$
$
$
$
$
$

i 1 x1 x2

j 1 y1 y2

k1 z1 z2

$
$
$
$
$
$

och enligt (15)

TT212 = (x1x2 + y1y2 + z1z2)2 + ( y1z2 ! z1y2)2 + ( z1x2 ! x1z2)2+
(x1zy2 ! y1x2)2 = T21T22.

Vi v¬aljer nu ett annat axelsystem (ijk ) med samma origoO [Fig. 1] och
sûa lagd, at t axeln i ligger l¬angs vektorn 1 samt att t riangeln 1O2 ligger i
planet (ij ). Vidare beteckanr vi med& vinkeln 1O2 r¬aknad frûan 1 t ill 2. Dûa
fûar vi f¬oljande mult iplikat ionsresult at :
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Figur 1:

(0)12 = iT1(iT 2 cos +jT 2sin)
= ! T1T2 cos +kT1T2 sin.

Nu har vi bara att visa att de i (25) och (23) uppst¬allda mult iplikat ions-
result aten ¬ar ident iska

Vi inser omedelbart , at t T1T2 cos&= x1x2 + y1y2 + z1z2, och har d¬arf¬or
enligt (24), eftersom det g¬aller at t

T2
1 T2

2 ! T2
1 T2

2 ! sin2 &=
(y1z2 ! z1y2) + ( z1x2 ! z2y2) + ( z1x2 ! x1zy2) + ( x1y2 ! y1x2)

kT2
1 T2 sin&= i 1X + j iY + k1Z.

Vektorn kT1 sin, projecerad pûa axelsystemet (i 1, j i, k1), ger, om hennes
koordinater kallas X, Y, Z :

T1T2 sin +jT 2 sin = i 1X + 1 1jY + k1Z

och i f¬oljd h¬arav [jfr (??)]:
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21T22 sin sin2) = X 2 + Y 2 + Z 2.

Eftersom axelnk ¬ar lodr¬at mot vektorerna 1 och 2, sûa har vi f¬oljande
likheter:

x1X + y1Y + z1Z = 0,
x2X + y2Y + z2Z = 0,

varav med hj¬alp av formlerna (26) och (28) framtr¬ader f¬oljande system av
ekvat ioner:

X
y1x2 ! z1y2

=
Y

y1x2 ! z1y2
=

Z
y1x2 ! z1y2

= ± 1.

F¬or at t best¬amma tecknet + eller ! , s¬atter vi z1 = z2 = 0 och T1T2 sin =
Z ; vi s¬atter vidare x1 = T1 cos,y1 = T1 sin$; x2 = T2 cos$!, y2 = T2 sin$!,
varav x1y2 ! y1x2 = T1T2 sin($! ! $); och n¬ar vi observerar, at t $! ! $ = 0,
erhûaller vi slut ligen Z = x1y2 ! y1x2 och sûaledes+ som tecken.

Formlerna (27) och (29), tagna t illsammans med den ovan uppst¬allda
formeln f¬or skal¬aren, ger allt sûa:

S12 = ! T1T2 cos = ! (x1x2 + y1y2 + z1z2), (16)

V12 = kT1T2 sin =

$
$
$
$
$
$

i 1 x1 x2

j 1 y1 y2

k1 z1 z2

$
$
$
$
$
$
,

S12) = ! 1T2 cos = ! (x1x2 + y1y2 + z1z2).

V12= k T1 T2 sin = i 1x1x2

j 1y1y2

k1z1z2

eller, ut t ryckta pûa f¬oljande s¬att ,

(1)12, (17)

dvs produkten 12 ger ident iska mult iplikat ion i axelsystemet (ijk ) och axel-
systemet (i 1j 1k1).
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4.2

Eftersom axelsystemet (ijk ) i (17) ¬ar helt godtyckligt , kan vi inf¬ora i st¬allet
f¬or dem ett annat godtyckligt axelsystem (i 1j 1k1) med samma nollpunkt ,
och har d¬arf¬or ident it eten f¬oljande likheter: (0)12 = (2)12 och f¬oljakt ligen
ident it eten

(1)12 = (2)12, (18)

dvs produkten 12 ger ett ident iskt mult iplikat ionsresult at i de helt godtyck-
liga axelsystemen (ijk ) och (i 2j 2k2).

Om vi betecknar koordinaterna f¬or vektorerna 1 och 2 i axelsystemet
(i 2j 2k2) med resp."1, #1, "1 och "2, #2, "2, sûa erhûaller vi f¬oljande ident it eter
mellan skal¬arer och vektorer i de tvûa olika axelsystemen:

S12) = ! 1T2 cos = ! (x1x2 + y1y2 + z1z2).

V = 12 = kT1T2 sin =

$
$
$
$
$
$

i 1 x1 x2

j 1 y1 y2

k1 %1 %2

$
$
$
$
$
$

=

$
$
$
$
$
$

i 2 #1 #2

j 2 #1 #2

k2 %1 %2

$
$
$
$
$
$
.

A n m ¬a r k n i n g. Om vi lûater axelsystemet (i 1j 1k1) r¬ora sig i f¬orhûallande
t ill axelsystemet (i 2j 2k2), Dûa blir axelsystemen (i 2j 2k2) medavseendepûa sina
riktningar variabla storheter; och dûa har vi bevisat H a m i l t o n s vikt iga
uppt¬ackt , at t den imagin¬ara enheten

"
! 1 i allm¬anhet representerar en efter

sin riktning variabel storhet.

4.3

Vi gûar nu ¬over t ill at t utvidga satserna Òlika adderat t ill lika och lika mult i-
plicerat med likaÓsûa, at t de ocksûa omfattar kvaterner.

1) F¬or detta ¬andamûal tar vi kvaternerna qochq! ut t ryckta i degodtyckliga
axelsystemen (i 1j 1k1) och (i 2j 2k2). Enligt (32) ¬ar

(1)qoch 1(1)q! = 1 (2)q! (19)

och f¬oljakt ligen enligt (??):
S(1)q = S(2)q
V(1)q = V (2)q

och
S(1)q! = S(2)q!

V(1)q! = V (2)q!

Omedelbart erhûaller vi

S(1)q+ S(2)q0
= S(2)q+ S(2)q0;
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vidare ur betydelsen, at t en vektor best¬ammer l¬aget f¬or en punkt i rummet
[jfr Nr. 4.] at t

V (1)q! = V (1)q! = V (2)q! = V (2)q!;

sûaledes¬ar den f¬orsta satsenbevisad n¬amligen att :

(1)q+ (1)q! = (1)q! + (1)q!, (20)

dvs satsenatt Òlika adderat t ill likaÓger lika, g¬aller ocksûa f¬or kvaterner, om
den pûa bûada sidor av tecknet = ¬ar ut t ryckt i olika axelsystem.

2) Vidare har vi enligt (32) V (1)qV(1)q! = V (2)qV(2)q! och enligt (??) och
den f¬orra satsen

S(1)qS(1)q! = S1(2)qV1(2)q! + S(2)qS(2)q! + S(2)qV(2)q! + S(2)q!V (2)q, (21)

varav enligt (??) och den i Nr. 5. angivna deÞnit ionen av mult iplikat ion be-
viset av den andra satsenframgûar, n¬amligen

(1)q(1)q! = (2)q(2)q!, dvs satsen, (22)

at t Òlika med lika mult iplicirat ger likaÓg¬aller f¬or kvaterner, n¬ar de ¬ar ut-
t ryckta i varje sida av tecknet = i olika axelsystem.

Dessasatser(34) och (35) g¬aller ocksûa f¬or vektorer, en¬ar de kan betraktas
som kvaterner vars skal¬arer ¬ar noll.

4.4

Lûat ossnu mult iplicera ekvat ionen(32), t ill v¬anster medall vektorerna 3, . . . , r ,
alla ut t ryckta i axelsystemet (i 1, j 1, k1), och t ill h¬oger med samma vektorer,
alla ut t ryckta i axelsystemet (i 2, j 2, k2), sûa erhûaller vi enligt (35):

(1)12. . . r = (2)12. . . r, (23)

enligt vilket vi kan uttrycka f¬oljande sats av grundl¬aggande betydelse:
Produkten 12. . . r ger ident iska mult iplikat ionsresult at i de helt gotyck-

liga axelsystemen (i 1, j 1, k1) och (i 2, j 2, k2).
Samma sats g¬aller likaledes,vilket vi ser omedelbart , f¬or en produkt av

ett godtycligt antal av kvaterner [jfr Nr. 6].
Eftersom det nu ¬ar helt likgilt igt , i vilket axelsystemman utf¬or enprodukt

av vektorer eller kvaterner, sûa beh¬over man inteheller ange i allm¬anhet index
f¬or axelsystemet.
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4.5

Man kan f¬oruts¬aga i f¬orv¬ag, vilken stor prakt isk betydelsei samband med
geometri och mekanik denna r¬aknelag i det dubbla axelsystemet kommer
att utg¬ora; ty varje k¬annedom om koordinaterna i ett vist axelsystem kan
pûa grund av detta utan vidare ¬overf¬oras pûa koordinaterna i ett godtyckligt
axelsystem. Genom denna lag kan man karakt¬arisera H a m i l t o n s metod
som en geometri i det dubbla axelsystemet.

4.6

Vi mûaste nu st¬alla upp de formler, som best¬ammer vinkeln mellan axlarna
mellan tvûa godtyckliga axelsystem (ijk ) och (i 1j 1k1).

Lûat ', µ, ( vara vinklarna av axlarna i med de resp.i 1, j 1, k1;

Lûat vidare ', µ !, ( ! vara vinkeln av axelnj med de resp. axlarnai 1, j 1, k1;

Enligt (5) har vi sûalunda formlerna

i = i 1 cos' + j 1 cosµ + k1 cos(
j = i 1 cos' ! + j !

1 cosµ! + k1 cos( !

k = i 1 cos' !! + j 1 cosµ!! + k1 cos( !!.

Vi betecknar nu koordinaterna f¬or en vektor i axelsystemen (ijk ) och
(i !j !k!) resp. x, y, z och ", #, %. Vi har d¬arf¬or

ix + jy + kz = i 1" + j 1# + k1% (24)

Vi har sûaledes

ix + ju + kz = i 1" + j 1# + k1%

och f¬oljakt ligen med hj¬alp av (37):

" = x cos' + y cos' ! + z cos' !!

# = x cos( + y cosµ! + z cosµ!!

% = x cos( + y cos( ! + z cos( !!

Alla n¬odv¬andiga relat ioner mellan de ifrûagavarande vinklarna erhûalles,
om vi kvadrerar ekvat ionerna (??), och sedan mult iplicerar den f¬orsta med
de andra och ident iÞerar result atet med det tredje osv i cyklisk ordning.
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5 Den distributiva lagen

5.1

Om vektorerna 1, 2, 3. . . ¬ar ut t ryckta enlig 3.1 i axelsystemet (ijk ), sûa erhûaller
vi produkten:

beginequat ion*

(1 + 2)3 = ! [x1 + x2)x3 + ( y1 + y2)y3+

+ (z1 + z2)z3 +

$
$
$
$
$
$

ix 1 + x2x3

jy 1 + y2y3

kz1 + z2z3

$
$
$
$
$
$

Om produkterna a1a3 och a2a3 utvecklas pûa samma s¬att och adderas, ger
ident iskt samma result at , sûa att vi har ident it eten:

(1 + 2)3 = 13 + 23. (25)

Pûa helt analogt sûatt erhûaller vi ident it eten:

3(1 + 2) = 31 + 23

Enligt (25) och (5.1) fûas allt sûa f¬oljande distribut iva lag:

(1 + 2)(3 + 4) = 13+ = 23] + 34.

Som vi omedelbart kan se,kan denna lag utvidgast ill tvûafaldiga produkter
av summor ur ett godtyckligt antal vektorer.

Som specialfall av (42) kan vi med hj¬alp av (17) lyfta fram f¬oljande form-
ler:

(1 ± 2) = 12 ± 2S12 + 22, (26)

(1 ! 2)(1 ! a2) = 1 2 + 2V12! 22. (27)

F¬or at t belysa dessaformler, skall vi behandla f¬oljande exempej, varvid
vi fûar observera, at t utrycken 1 + 2 resp. 1 ! 2 betyder den mellanliggande
och motstûaende diagonalen i enparallellogram medde best¬ammande sidorna
1 och 2. Om vi s¬atter 1 = 2+ 3, sûa ¬ar 1, 2, 3 de tre sidorna i en triangel, vars
mot varandra liggande vinklar betecknas med resp. A 1 , bf2 och 3.
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E x e m p e l 1. Vi har 32 = 3(1 ! 2)V31 = V32ellerenligt (25)T1= T2
sinA sinA 1.

E x e m p e l 2. Enligt (43) har vi med hj¬alp av (25) TÔ2 3 =t21 !
2T2 cosA 3 + T 22.

E x e m p e l 3. Lûat 1 vara en Þx och 2 en r¬orlig radie i en cirkel. T1 = T2

och vidare enligt (44) med hj¬alp av (25). S(1 ! 2)(1 + ! 2) = 0, dvs vinkeln
i en halvcirkel ¬ar r¬at. Betydelsenav ident it eten V(1 ! 2)(1 + ! 2) = 2V12 ¬ar
sj¬alvklar.

Exempel av sûa enkel natur kan bli behandlade i obegr¬andad m¬angd enligt
den redan ovan bevisade distrubit iva lagen [jfr Kelland och Tait [16]].

5.2

Vi ers¬atter nu produkterna a12 i (40) med kvaternernsw = ix + jy + kz och
w! = ix ! + jy ! + kz! och erhûaller dûa, om 4 ¬ar en vektor:

(a1 + 23)4 = ( w + w!)4 ! [(x + x!)x4 + ( y + y!)y4 + ( z + z!)z4]+

+

$
$
$
$
$
$

ix + x!x4

jy + y!y4

kz + z!z4.

$
$
$
$
$
$
.

Man erhûaller en h¬armed ident iskt result at , om vi utvecklar summan

(w + ix + jy + kz) + ( w! + ix ! + jy ! + kz!)4. (28)

H¬armed har vi allt sûa visat , at t

(13 + 23)4 = 134 + 234. (29)

Genom upprepning av samma bevis Þnner man, dûa 5 ¬ar en vektor, at t :

(12 + 23)45 = 1345 + 2345, (30)

osv f¬or ett godtyckligt antal vektor-faktorer.
Om vi nu inf¬or i (45) och (46) i st¬allet f¬or produkterna 13, 23,45deresp.kvaternernap,q,r, soerhûallesformlerna

(p+ q)r= pr+ qr,
r(p+ q)= rp+ rq,

och f¬oljakt ligen, om s betecknar en ny kvatern:
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(p + q)(r + s) = pr + ps+ qr + qs, (31)

en lag, som lûater is utvidgas pûa ett helt / skt s¬att t ill produkter vilkas fak-
torer ¬ar summor av ett godt antal kvaterner. Vi kan sûaledesuttala f¬oljande
allm¬anna sats av fundamental natur.

Med undantag av den kommutat iva lagen [om oberoendet faktorernas
ordning], g¬aller alla lagar f¬or / ska polynom, som grundar sig mult iplikat ion,
likav¬al f¬or vektorer och kvaterner.

5.3

Om man nu erinrar sig, at t enligt 4.1 kvoterna ¬ar subsummera under lagarna
f¬or produkter, sûa lûater den f¬oregûaende fundamental satsen ocksûa ¬overf¬oras
t ill kvoter av polynom.

5.4

Om p och q betecknar kvaterner, sûa har vi de sj¬alvklara satserna:

1) S(p + q) = Sp+ Sq;
2) (p + q) = V p+ V q;
3) K (p + q) = Kp + Kq;

och motsvarande f¬or polynom med ßera termer.

6 I nt erp ret at ion av pro dukt en av
t vûa vekt orer

6.1

Man erinrar sig, att enl 4.1 utvecklat i de tvûa axsystemen (ijk ) och (i 1j 1k1),
vilka enligt (23) och (24) ¬ar de f¬oljande

12 ! T1T2cos&+ kT1T2sin&= ! (x1x2 + y1y2 + z1z2)+

+

$
$
$
$
$
$

i ix1 x2

j iy1 y2

kiz1 z2

$
$
$
$
$
$
,
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Figur 2:

d¬ar deingûaendestorheterna har deni Fig. 1 antydda betydelsen. Om vi nu
ident iÞerar enligt (30) vektordelen i denna formel och med l, m, n betecknar
vinkeln med axeln k med resp. axlarnai 1, j 1, k1, sûa fûas enl (39) f¬oljande
system av ekvat ioner:

12 ! T1T2 cos&+ kT1T2 sin&= ! (x1x2 + y1y2 + z1z2)+

+

$
$
$
$
$
$

i ix1 x2

j iy1 y2

kiz1 z2

$
$
$
$
$
$
,

d¬ar de ingûaende storhetern har den i Fig. 1 antydda betydelsen. Om vi nu
ident iÞera enligt (30) vektordelarna av dessaformler samt betecknar med l,
m, n vinklarna av axeln k med resp. axlari 1, j 1, k1, sûa erhûalles enligt (30)
f¬oljande system av ekvat ioner:

T 1T 2 sin θ
1 = y1z2" z1y2

cos l = z1x2" x1z2
cos m = x1y2" y2x1

cos n .

De fyra t¬aljarna av dessauttryck betyder geometriskt resp. det dubbla
yt innehûallet hos triangeln 1O2, sûa att genom formel (49) ut talas denbekanta
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satsenom projekt ionen av en triangel pûa tre mot varandra lodr¬ata koordi-
natytor.

I avsikt pûa mekaniken, dûa vektorerna 1 och 2 betecknar resp. enh¬avstûangs-
arm och en pûa dennas ¬andpunkt verkande kraft , betyder T1T2 sin&vridmo-
mentet kring axeln k, och vektorn kT1T2 sin& det linj¬ara momentet efter
storlek och riktnining; pûa ett analogt s¬att betyder y1z2 ! z1y2, z1x2 ! x1z2,
x1y2 ! z1y2 resp- vridmomentet om axlarnai 1, j 1, k1 och vektorernai 1(i 1z2 !
z1y2), j 1(z1z2 ! x1z2), k1(x1y2 ! y1x2), de linj¬ara momentenefter derasstorhet
och riktningar. Ekvat ionen mellan vektordelarna i (48) ¬ar allt sûa ett ut t ryck
f¬or den bekanta mekaniska satsen om projekt ionen av ett linj¬art moment
pûa ett r¬atvinkligt axelsystem. Skal¬aren ! Y1T2 cos&representerar med mot-
sat t teckenkraftmomentet eller, om h¬avstûangsarnenav v¬agen, det mekaniska
arbetet.

6.2

I formel (22) erh¬oll vi betydelsenav en kvot av vektorer, och denna formel
lûater sig med hj¬alp av (12) och (30) skrivas pûa f¬oljande s¬att :

2
1 = 21" 1 = ! 21

T 21 = " S12+V12
T 21 = T 2

T 1(cos&+ k sin&),

varvid man fûar observera, att enligt Nr. 2 axelnk har det analytiska uttrycket"
! 1. Om vi nu bildar en kvatern, uttryckt i axelsystemet (i 1j 1k1),

= w + i 1x + j 1y + k1z
med f¬oljande betydelseav koordinaterna och tensorn;

w = ( x1x2 + y1y2 + z1z2) : T21
x = ( y1z2 ! z1y2) : T21
y = ( z1y2 ! x1z2) : T21
z = ( x1y2 ! y1x2) : T21
r = T2 : T1 = Tq,

sûa kan med hj¬alp av (48) man skriva formeln (50) pûa f¬oljande s¬att :

2ö! 1rekθ = q = w + i 1x + j 1 + k1z,

och det konjugeradeKq enligt (13) sûa h¬ar

1" 1 = ekθ = Kq = w ! (i 1 + j 1y + k1z1)
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Exponentialuttrycket12 Att b¬agge dessauttryck ¬ar lika f¬oljer, om man
tager logarit merna; allt sûa k&= 2θ

π logk = 2θ
π ák 1

2) . rekθ kallas den reducerade
formen av kvaternen q, alternativt ocksûa den reducerade kvaternenq. Ut-
t rycket Uq, deÞnierad genom formelnUq = q : Tq och kallad enhetskvatern
[jfr (5)]; sûaledeshar vi f¬oljande formel:

Uq=
q

Tq
=

w + i 1x + j 1 + k1z
!

z2 + x2 + y2 + z2
= ekθ = cos&+ k sin&.

Mellan de fyra koordinaternaw, x, y, z och de fem storheternqr , theta,
l , m, n, av vilka de tre sista enligt (49) betecknar vinklarna av axelnk med
axlarna i 1, j 1, k1; erhûalles relationerna;

r =
!

w2 + x2 + y2 + z2

r cos&= w
r sin θ

1 = x
cos l = y

cos m = z
cos n

Den reducerade formenrekθ innehûaller allt sûa, vilket kan sesomedelbart ,
fyra av varandra oberoendestorheter, vilka skall kallaskvaternensreducerade
koordinater.

Beviset f¬or M o i v r e s sats kan genomf¬oras pûa ett bekant s¬att pûa versorn
i (54), oberoende av, om k representerar en i riktning konstant eller variabel
storhet.

6.3

F¬orutom beteckningen r = Tq skall vi anv¬anda f¬oljande beteckningar:

&= ! q, k = Ax.q, triangel 102 = *q, (32)

och kallar theta vinkeln eller amplituden, k f¬or axeln och # q f¬or kvaternens
triangeln.13

6.4

En vektor + betraktad som ett specialfall av en kvatern, vars skal¬ar ¬ar noll,
erhûaller enligt (54) pûa f¬oljande s¬att sin betydelse

12I st¬allet f¬or exponent ialut t rycket ek! anv¬ander Hamilt on ut t rycket k
2!
k " .

13Denna triangel, som best¬amd av tvûa vektorer 1 och 2 med samma nollpunkt () har
Hamilt on kallat biradial.
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U+=
+

T+
=

i1x + j 1 + k1z
!

x2 + y2 + z2 = ek=(± 1
2 π) = ± k.(33)

och ur denna synpunkt kommer den reducerade enhetsvektorn kallas en
kvadrant isk versor14

F¬oljandesatser, grundadepûa, at t entriangel # i sin storhet och l¬angd kan
uts¬attas f¬or olika ¬andringar, utan att koordinaterna av kvaternen q ¬andrar
sig, kan uttalas sj¬aÕvst¬andigt .

1) Triangeln# q, best¬amd bara efter form (genom vinkeln&och f¬orhûallandet
de densamma inneslutande sidorna Ta2 : Ta : 1), kan bli ersat t av en lik -
st¬allig t riangel av godtycklig storelek.

2) Triangeln # q kan i sitt plan roteras godtyckligt kring axeln k = Ax.q
3) Triangeln # q kan transporteras in i ett parallellt plan, varvid axeln

kAx, q behûaller sin riktning [jfr . Nr. 4.].
Likheten mellan tvûa kvaterner

q = q!

innehûaller allt sûa best¬amningarna

# q # # q!andAx.q $ Ax.q!15 (34)

F¬or at t i (52) konstruera ur de som givna betraktade fyra koordinaterna
av enkvatern q = w+ i 1x + j 1y+ k1z den reducerade formenrekθ, mûaste man
f¬orst best¬amma ur ekvat ionen kr sin& riktningen f¬or axeln k; sedan skall vi
dra i ett plan vinkelr¬at mot denna axel och genom koordinaternas nollpunkt
lagd axlarna i och j , av vilka det f¬orsta i kan vara helt godtyckligt riktat ;
sedan best¬ams vinkeln & enligt (55) i detta plan utgûaende frûan i , varvid f¬or
vilken vinkeln posItiv led r¬aknas frûan i och j ; t ill sist best¬ams denna vinkels
ben T1 och T2, av vilka den f¬orsta ligger i riktningen i i f¬orhûallandet T1 :
T2 = r =

!
w2 + x2 + y2 + z2+ . Pûa ett analogt s¬att konstruerar man den

kvadrant iska versorn i (56) och sûaledes en vektor betrakrad som specialfall
av en kvatern.

Som ett analyt iskt ut t ryck f¬or den i Nr. 17 givna fundamentallagen be-
tr¬a" ander¬akning i det dubbla axelsystemet har vi at t betrakta ut t ryckt i den

14Av Hamilton kallad Òkvadrantal versorÓ.
15Tecknet $ betyder h¬ar parallell och likariktad.
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(52) givna identiteten mellan en kvaternq = w + i 1x + j 1y + k1z utt ryckt i
ett godtyckligt axelsystem (i 1j 1k1) och ett plant komplex rekθ; genom denna
vikt iga ident it et blir teorin f¬or plana komplex omedelbart gikt ig f¬or kvater-
ner, sûa vida den lûater sig grundas pûa de h¬ar utvecklade lagarna och sûaledes
betrakta som fullst¬andigt l¬ost det vikt iga problemet at t Þnna lagarna f¬or
komplex i olika plan.

Har vi sûaledesfunkt ionenf (re
#

" 1) = f (w+
"

! 1v) f¬or ett plant komplex,
vilken kan framst¬allas av summan av en reell och en imagin¬ar del (w, v) +"

! 1, (w, v), sûa result erar, om man s¬atter
"

! 1 = k = i 1 cosl + j 1 cosmk1 cosn (35)

och
kv = i 1 + j 1y + k1s (36)

f¬oljande ident it et:

f (rekθ) = f (w + kv) = f (w + i 1x + j 1y + k1z)
= f (w, v) + , (w, v){ i 1 cosl + j 1 cosm + k1 cosn} ,

och f¬oljakt ligen, om man s¬atter:

W = - (w, v)
X = , (w, v) cosl
Y = , (w, v) cosm
Z = , (w, v) cosn,

d¬ar

v = ± x2 + y2 + z2 (37)
16

och v
1

=
x

cosl
=

y
cosm

y
=

z
cosn

(38)

[jfr (55)]
Pûa detta s¬att har vi, om q = w + i 1x + j 1y + k1z, y = ett reelt tal och

. = ett helt reelt tal:

f (q) = qµ = r µekµ/(θ+2κµ) = r µ[cosµ(&2.) ) + k sinµ&+ 2.) ], (39)

16Dessar¬ot ter och sinθ ¬ar simult ant positiva eller negat iva storheter [jfr.(55)].
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och f¬oljakt ligen, om man s¬atter enligt ovanstûaendeqµ = W+ i 1X + j 1Y + K 1Z:

W = r µ cosµ(&+ 2.) )
X = r µ sinµ(&+ 2.) ) cosl
Y = r µ sinµ(&+ 2.) ) cosm
Z = r µ sinµ(&+ 2.) ) cosn,

d¬ar r , &, l , m och n efter (55) ¬ar ut t ryckta i de fyra koordinaterna w,
x, y, z; d¬armed ¬ar potensfunkt ionen av en kvatern fullst¬andigt bestûamd. Pûa
exakt samma s¬att kan man best¬amma exponent ialfunkt ionen

f (q) = eq = er(cos θ+k sin θ). (40)

6.5

En summa av kvaterner satt lika noll eller
%

q = 0 ger enligt Nr. 13

&
Sq= 0 och

&
V q= 0. (41)

Om vi s¬atter termerna av summan
%

q i den reducerade formenrekθ,
sûa representerar vektorsumman

%
V q en sluten polygon, vars sidor utg¬ors

av summanden [jfr Nr. 4.]. Ur mekanisk synpunkt betyder summan
%

q,
at t summan av skal¬aren Sq representerade mekaniska arbetet ¬ar noll, och
summan

%
V q= 0, att de av vektorerna V qrepresenterarade vridmomenten

¬ar i j¬amnvikt , sûa snart som linj¬ara moment bildar en sluten polygon [jfr Nr.
24].

/

7 I nt erp ret at ion av pro dukt en av t re el ler ßer
vekt orer

7.1

Lûat 1 , 2, 3 vara vektorer med den gemensamma nollpunktenO [Fig. 2], och
A 12, A 13 vinklarna 1O1, 2O3, r¬aknade efter ordningen hos indices; vidare
lûater vi t12, t23 vara enhetsaxlar vinkelr¬ata mot planen resp. vinkel A 12, A 13,
och A 2 den vinkel t12Ot23, som, eftersom den ligger i ett plan vinkelr¬at mot
2, ¬ar lika vinkeln mellan av vinklarna A 12 och A 23 Denna vinkel skall r¬aknas
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positiv i en vridning i en positiv vridnings mening kring vektorn 2 som axel.
En analog beteckning skall g¬alla f¬or ett godtyckligt antal vektorer. Dûa erhûaller
vi enligt (48), dûa a3 = i" + j# + k" och axelsystemets (ijk ) ¬ar sûa vald, at t i
ligger l¬angs 1 samt att A 12 ligger i planet (ij ) sûa att f¬oljakt ligen i i2k:

123 = {! T1T2 cosA 12 + kT1T2 sinA 12} (i" + j# + k%).

Om samma vektorer uttrycks i ett godtyckligt axelsystem (i 1j 1k1), allt sûa
enligt (48)

123
'

! (x1x2 + y1y2 + z1z2) +

$
$
$
$
$
$

i 1 x1 x2

j 1 y1 y2

k1 z1 z2

$
$
$
$
$
$

(
(i 1x3 + j 1y3 + k1z3),

sûa mûaste enligt fundamentalsatsen(36) de i (61) och (62) erhûallna mult ipli-
kat ionsresult aten vara ident iska och f¬oljakt ligen

S123 = ! T12 sinA 12" = !

$
$
$
$
$
$

i 1 x1 x2

j 1 y1 y2

k1 z1 z2

$
$
$
$
$
$

Men T1T2 sinA 12" , framst¬aller bortsett frûan tecken, volumen av paral-
lellepipeden konstruerad av vektorerna a1, 2 och 3 som kanter; allt sûa mûaste
ocksûa determinanten i (63) representera numeriskt samma volym.

7.2

Enligt den i Nr 21 utvecklade distributiva lagen har vi identiteten

a123 + a321 = a1(23) ! (a31 + 12) + 3( a12 + a2a1), (42)

vilken enligt (17) kan skrivas sûa:

V a123 = 1S23! 1S31 + 3S12. (43)

Om vi i (64) ut t rycker vektorerna a1, 2, 3 i axelsystemen (ijk ) och (i 1j ik1)
med de i (61) och (62) brukade koordinaterna, sûa ¬ar det l¬at t at t inse, at t
vektordelarna i dessaformler blir ident iska med vektorut t rycket i (64).

Man b¬or observera att enligt (64), emedan
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V a123 = V a1(S23 + V23) = 1S23 + V(1V a23), (44)

(65)
at t

V(a1V23) = 3S12 + 2S31, (45)

en formel, som ofta kommer att anv¬andas,

]
S¬atter vi i (64)

T1 = T2 = T3 = 1, (46)

och kvadrerar denna ekvat ion, sp erhûalles enligt de i Nr. 32. givna be-
teckningarna, dûa vi beaktar, at t enligt (11) T1T2T3 = S2123, f¬olnande
v¬albekanta formel:

1! cos2 A 12! cos2 A 22! cos2 A 31+2 cosA 12 cosA 23 cosA 31 = sin A 12 sinA 24 sinA 2 = etc.
(47)

Andra trigonometriska formler kan pûa analogt s¬att erhûallas i obegr¬ansad
m¬angd [jfr Tait [20].]

7.3

Lûat a1, 2, . . . r vara enhetsvektorer med en gemensam nollpunktO [Fig. 3], dûa
erhûaller vi meddenassociat iva lagenoch medhj¬alp av (22) f¬oljande ident it et:

1
r

r
(r ! 1)r

. . .
r

r ! 1
á á á

3
2

2
1

= 1,

Denna formel kan vi enligt (52) ocksûa skriva, om vi utnyt t jar beteckningen
(tA )1 etc. som identiskt medt12A12 etc sûalunda

e(tA)r 1 áe(tA)( r −1) r á á áe(tA)23 áet(A)12 ,

d¬ar sûalunda vinklarna A 12, A 23, . . .A (r" 1)r, áAr1

i ordning utg¬or sidorna i ebn sluten sf¬arisk polynom.
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Om vi s¬onderdelar faktorerna [eller versorerna] i denna formel enligt (54),
sûa att man s¬atter e(t,a)12 = cosA 12, t12 sinA 12 osv, och utf¬or sedan mult ipli-
kat ionen, sûa erhûallesenl Nr. 13. tvûa ekvat ioner, denena mellan skal¬ardelarna,
den andra mellan vektordelarna, vilken senare, om vi t . ex. enligt (5) s¬atter

i 12 = i cosl12 + j cosm12 + k cosn12, (48)

s¬onderfaller i t re separata ekvat ioner. Formeln (67) med sina m¬ojliga ut-
vecklingar innerhûaller, som vi l¬at t inser, hela teorin f¬or sf¬ariska polygon.
Vidare fûar man observera, at t formel (67) innehûaller den fullst¬andiga l¬osning
pûa uppgift en att Þnna mult iplikat ionslagarna i olika plan [jfr Nr. 30.]

]
Som ett specialfall av formel (67) erhûaller man formeln f¬or den sf¬ariska

triangeln

e(t,A )12 áe(t,A )23 áe(t,A )22 = 1 (49)

eller, om man mult iplicerar pûa b¬agge sidor med etA
12

17:

e(t,A )23 áe(t,A )12 = e(t,A )
13 .

Denna ekvat ion s¬onderfaller i f¬oljande, om vi beaktar, at t i 12 ái 23 =
! cosA 2 + 2 sin A 2 och f¬oljakt ligen i 2w ái 12 = ! cosA 2 ! 2 sinA 2, [jfr (48)]:

cosA 12 cosA 23 ! sinA 12 ! cosA 2 = ! cosA 13 (50)

labelseitsek¬ummend¬ukst12 ! sinA 12 cosA 23 ! sinA 23 cosA 12 ! 2 sinA 12 sinA 23 sinA 2 ! t13 sinA 13, (51)

Om vi som ovan s¬atter t12 = cosl12 + jcosm12 + kcosn12 och f¬or enhets-
vektorerna i 23, 2, t13 analoga uttryck, sûa erhûalles ur ekvat ionen (71) trenne
olika ekvat ioner med axelsystemet f¬or projekt ionerna i axelsysemet (ijk ).

Eftersom ekvat ionen (69 )vidare kan transformeras i likheterna

e(tA )23 e(tA )12 e(tA)21 (52)

och
17Man b¬or observera, at t A 31 = ! A 13 [jfr. Nr. 32.], i det att t31 b¬or ansesident isk med

t13
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e(tA )12 e(tA )22 áe(tA )13 (53)

sûa Þnner man tvûa nya med (70) och (71) analoga formelgrupper, sûa att vi
t illsammans erhûaller tolv formler f¬or den sf¬ariska triangel under betraktelse.

H¬arav framgûar, vilken rikedom av utvecklingar f¬or sf¬ariken ¬ar innehûallen
i denna metod,

]
Vi vill nu belysa den i 3.12 givna associat iva lagen genom en geometrisk

tolkning.
Lûat ossf¬or detta ¬andamûal beteckna enligt Nr. 35 med

e(tA )12 , e(tA )22 , e(tA )24 (54)

tre versorer sûa g¬aller det at t geometriskt tolka ident it eten

e(tA )34 [e(tA )23 , e(tA )12 ] = [ e(tA )24 e(tA )23 ]e(tA )12 . (55)

Har vi allt sûa trenne storcirklar ett klot med enhetsradie, pûa vilken ligger
tre bûagar A 12, A 23, A 34 enligt teckningen i Fig. 4, sûa kan man enligt Nr. 28
f¬orskjuta dessabûagar l¬angs sina cirklar, sûa att varje par av tvûa bûagar bildar
ensf¬arisk triangel; dûa har vi at t kombinera denna triangelstredje sida medde
¬ovriga bûagarna. Lûat denf¬orsta kombinat ionenav versorerna vara e(tA )23 e( t A ) 12 ,
vilka ger e(tA )13 och sûaledes bûagenA 13 som dentredje sidan, av vilka tvûa sidor
¬ar A 12 och A 23. Denna tredje sida b¬or genom f¬orskjutningar i sin storcirkel
kombinerad med de ¬ovriga bûagen A 34 och sûaledes har viA 14 som den tredje
sidan i en ny sf¬arisk triangel, av vilken tvûa sidor ¬ar A 12 och A 23; denna
sf¬ariska triangel svarar allt sûa mot det analyt iska utt rycket

e(tA )34 e( t A ) 13= e
( t A ) 14 ,(56)

som ¬ar ident isk med v¬anstra sidan av formel (73). Et t analogt f¬orfarande18

ger f¬orst konstrukt ionen av uttrycket

e(tA )24 e(tA )12 = e(tA )14 , (57)

som allt sûa ¬ar ident isk med h¬ogra sidan av formel (73). De efter dessa
tv¬a f¬orfarandeb erhûallna tvûa b¬agarna, som betecknas med A 14, mûaste alltsûa

18De i detta f¬orfarande anv¬anda bûagarna ¬ar i Þguren rit ade med dubbla streck.
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enligt den i (73) anv¬anda associat iva lagen vara ident iska19, dvs de mûaste
ligga pûa samma storcirkel samt vara lika stora och riktade i samma mening.
Samma konstrukt ion kan utvidgas t ill en produkt av ett godtyckligt antal
vektorer.

]
F¬or at t framl¬agga den geometriska betydelsenav den i Nr. 6 givna lagen

f¬or det konjugerade t ill en produkt av kvaterner, beh¬over man bara ¬overf¬ora
formel (69) pûa f¬oljande form:

e(tA )21 e(tA )32 = e(tA )32 ?. (58)

Denna likhet, vars geometriska betydelse framtr¬ader omedelbart enligt
Fig. 3, kan enligt (53) skrivas sûa:

Ke(tA )12 Ke(tA )23 = K { e(tA )23 e(tA )12 } ; (59)

och motsvarande f¬or ett godtyckligt antal versorer. Tensorenas v¬arden ¬ar
f¬or denna lag naturligtvis helt likgilt iga.

7.4

Vi unders¬oker nu ett ut t ryck av s¬arskilt int resse.Betrakta i planet (ij ) av
ett axelsystem (ijk ) vektorn

øTø(icosA + j sinA) = Tø( cosA + k sinA )i = TkA ái ; (60); det unders¬okta
ut t rycker ¬ar dûa ekθ.V ierhûalleromedelbartf ¬oljandelikhet :

ekθøek(θ+A ái = T i cos(&+ A ) + j sin(&+ A )], (61)

dvs en vektor roterasisittplankringenvinkel& , n¬ar en versor tr¬ader fram
framf¬or den som en faktor, vars vinkel ¬ar & och vars axel stûar lodr¬atr mot
det ifrûagvarabde planet.

Pûa samma s¬att kan viu undes¬oka uttryvket

I axelsystemet (ijk ) lûat vidarevara enkvatern q = w+ ix + jy + kz; produkten
ekθqe" kθ blir dûa

w + ek2&(ix + jy )e" kθ + kz (65)

19Det geometriska beviset av denna ident it et t j¬anar hos H a m i l t o n och T a i t som
bevis f¬or kvaternernaS associat iva lag.
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eller enligt (77)
w + ek(2θ{ ix + jy } + kz (66)

och d¬armed har vi ident it eten:

ekθ = w + ek(2θ){ ix + jy } kz = q1, (67)

dvs utt rycket ekqe" kθ betyder en kvaternq1, med vilken kvaternenq kom-
mer at t vara ident isk. n¬ar dennas axel Ax.q roteras en vinkel¬o 2&kring axeln
k.

kommerdûaattvaratredjesidanavensf ¬arisktriangel, avvilkatv ûasidor¬ar- och
q.

Dentredje sidan, i dennasstorcirkel f¬orskjuten[Nr. 28.] och medkombinerad, gerbûagenf ¬oruttrycket q1 =
ekthqe" k som tredje sida i en ny sf¬arisk triangel, som ¬ar lika densamma;
bûagarna q och q1 ¬ar allt sûa lika, men axeln Ax.q mûaste roteras kring axelnk
en vinkel 2f ¬orattbliidentiskmedaxeln Ax.q1.

]
Om vi s¬atter p = rei, d¬ar allt sûa Tp = r , ochAx,p=k ,
sûa kan vi, en¬ar enligt (59), p" 1 = r " 1ek, skriva uttrycket (78) sûa:

pqp" 1 = q1 (68)

I denna formel betyder allt sûa q1 en kvatern, med vilken kvaternenq kom-
mer at t vara ident iskl, om dessaxel AX, Q roteras om axelnAx.p en vinkel
2p.

Som specialfall av formel (70) erhûalles formeln

ö! 1 = +1, (69)

d¬ar och+och f¬oljakt lgen ocksûa +1 ¬ar vektorer. Om vi enligt (56) betrak-
tar dessavektorer som kvadrant iska versurer, sûa betyder allt sûa +1 en vektor
[Fig. 6], med vilken vektorn + kommer att vara ident isk, om den roteras
vinkeln ) kring vektorn somaxel.

Om man i formel (80) s¬otter 0 = ! +, sûa kan 0ch +1 betraktas som den
infallandeoch reßekteradestrûalen mot enyta, varsnormal ¬ar .Beaktarvi, att ,
0 och +1 kan uttryckas i ett godtyckligt axelsystem, sûa faller betydelsenav
formel (80) f¬or det reßekterande ljuset i ¬ogonen.
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7.6

Under utnyt t jande av de i (69) givna beteckningarna f¬or vinklarna erhûalles
enligt (78) den geometriska betydelsenav ident it eten

e(iA)23 = e(iA)12 qe" (iA)12 e" (iA)23 = e(iA)13 qe" (iA)13 = q21 (70)

pûa f¬oljande s¬att :
Om vi roterar axeln av en kvatern Ax.q f¬orst en vinkel 2A 12 om axelni 12

och sedan en vinkel 2A 23 om axelni 23, sûa ¬ar l¬aget av axeln Ax.q efter dessa
tvûa rotat ioner ident iskt samma, som om den om en vinkel 2A 13 kring den
tredje sidan av en sf¬arisk triangel, av vilken tvûa sidor ¬ar A 12 och A 23.20

e(tA)31 áe(tA)23 áet ( A ) 12 (72)

Formel (81) erhûaller omedelbart sin geometriska f¬orklaring ur Fig. 7, var
f¬ore och efter de tvûa f¬orsta vridningarna [2A 12], 2A 23] av vinkeln q genom
fullt utskrivna streck,¿motsvarande ßera vridningar.

I analogi med (79) kan formel (81) skrivas, sûa om p1 och p betyder kva-
terner, vilkas versorer ¬ar resp. eiA

23 och eiA
12 :

beginequat ion p1pqp" 1p" 1
1 = q2

och motsvarande f¬or ett godtyckligt antal faktorer.

7.7

Om vi vill s¬onderl¬agga envektor 4 efter riktningarna efter degivna vektorerna
1, 2, 3, sûa erhûalles omedelbart enligt (17) och Nr. 21. ident it eten:

1S23 = 1Sa23a4 ! 2S34a1 + a3S34a12, (73)

om vi beaktar, at t skal¬arens st¬allning som faktor ¬ar likgikt ig,

20Et t ut t ryck

(
1
3

)
1
2 (

3
2

)
1
2 (

2
1

)
1
2 , (71)

d¬ar 1, 2 och 3 ¬ar enhetsvektorer, som ocksûa kan

e
1
2 ( t A )21 áe

1
2 (A )23 e

1
2 ( t A ) 12

,

har i sf¬ariken en m¬arkv¬ardig betydelse[jfr Tait [20]], sid 58].
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Menom vi vill s¬onderl¬agga envektor 4 genom degenom de trevektorerna
V12, V23, V31 angivna riktningarna [jfr . (25)], sûa uppkomer pûa samma s¬att
eller enligt en av Tait 21 angiven h¬arledninag f¬oljande ident it et:

a4S123 = V1a2S34 + V2a3Sa41 + V31S24. (74)

Analoga ident it eter med fyra eller fem vektorer kan erhûallas i obegr¬ansad
m¬amgd enligt de i (17) och Nr. 21. givna lagarna.

8 Transform at ion t i l l nya axelsyst em och nya
nollpunkt er

8.1

Vi vill nu transformera en vektor + = ix + jy + kz utt ryckt i axelsystemet
(ijk ) till ett nytt axelsystemet ( i1j 1k1) med samma nollpunktO och med
axeln k = k1 [Fig. 8]. Lûat osst ill detta ¬andamûal vinkeln i 1Oi = K , frûan den
nya axeln i 1 r¬aknat efter den gamla axeln, sûa erhûalles omedelbart enligt (78),
dûa

+ = i 1x1 + j 1y1 + k1z (75)

¬ar v¬ardet av + i ett nytt axelsystem (i 1j 1k : 1):

+1 = e
1
2 kK+e" 1

2 kK , (76)

d¬ar, i st¬allet f¬or rotat ionen[= K ] av vektorn + kring axeln k, axelsystemet
(ijk ) sj¬alv i det nya l¬aget (i jk) roteras kring axelnk = k1 vinkeln K = i 1Oi,
dûa r¬aknas frûan den nya axeln I 1 till den gamla axeln i .

Emedan enligt (78)

e
1
2 kK+e" 1

2 kK = ekK(ix + jy ) + kz = (cos K + k sinK )( ix + jy ) + kz, (77)

sûa erhûaller vi, efter ut f¬orande av mult iplikat ionen och ers¬attning av ax-
larna i , j , k i resultatet av i 1, j 1, k1, f¬oljande v¬albekanta formler:

21[20], pag 45.
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)
*

+

x1 = x cosK ! y sinK ,
y1 = x sinK + y cosK ,
z1 = z.

8.2

Om vi s¬atter bûada av ekvat ionen (86) e" 1
2 kK och e

1
2 kK resp. f¬ore och efter, sûa

fûas ekvat ionen
)
*

+

x1 = x cosK ! y sinK ,
y1 = x sinK + y cosK ,
z1 = z.

varigenom alltsûa +1, uttryckt i axelystemet ( i 1j 1k1), blir t ransformerad
t ill det nya axelystemet (ijk ).

8.3

Om vi i (85) har transformerat vektorn +1 till ett nytt axelystemet ( i 2j 2k2)
och s¬atter axeln i 2 = i 1 ochj 2Oj : 1 = I 1, sûa erhûaller vi, om +2 = i 2x2+ j 2y2+
k2z2 betecknat v¬ardet av +1 efter denna transformat ion, f¬oljande formel:

+2 = e
1
2 (iI1)e

1
2 kK+e" 1

2 kKe
" 1

2 (iI)
1 ,

d¬ar vi skrivit (iI )1 i st¬allet f¬or i 1I 1 [jfr Nr. 35.].
Pûa samma s¬att lûater sig transformat ionen t ill nya axelsystem utf¬oras t ill

godtyckligt mûanga axelsytem, varvid man allt id mûaste observera, at t n¬ar en
av axlarna i 3, j 3, k3 roteras t.ex. till i 3, sûa r¬aknas rotat ionsvinkeln av j s+1 till
j s osv i cyklisk f¬oljd . En transformat ion av speciellt int resse¬ar f¬oljande, om
man s¬atter +3 = i 3x3«+ j 3, y3 + k3z3:

+3 = e
1
2 (kK)2 e

1
2 (iI)1 e

1
2 kK+e" 1

2 kKe
" 1

2 (iI)
1 e" 1

2 (kK)2 ,

om man utf¬or densamma ger den v¬albekanta Eulerska koordinat t ransfor-
mat ionen.

Till formlerna (88) och (89) har vi at t anm¬arks, at t den i Nr. 42, behand-
lade redukt ionen av versorerna ocksûa kan anv¬andas pûa dem.
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8.4

En vektor + transformeras till en ny nollpunkt genomj ekvationen

P = ! + +.

d¬ar vektorerna P och ! fûar r¬aknas frûan den nya nollpunkten. Om de
tre vektorerna P, ! och + ¬ar ut t ryckta i samma22 axelsystem (ijk ), sûa fûas
formelsystemet;

)
*

+

X = a + x,
Y = b+ y,
Z = c + z.

Dessatvûa transformat ioner: 1) t ill en nyt t axelsystem och 2) t ill en ny
nollpunkt , kan kombineras pûa olika s¬att och blir genom anv¬andn«õng av den
distribut iva lagen fullst¬andigt ut f¬orda; h¬armed ¬ar den allm¬anna l¬osningen
av problemet med koordinat t ransformat ionen i den Cartesiska geometrin
ûatg¬ardad.

8.5

Som enanm¬arkningsv¬ard anv¬andning av deh¬ar utveckladeformlerna erhûalles
de astronomiska koordinat t ransformat ionerna. Lûat osss¬att i tex (88)

! = i sin A cosh + j cosA + j cosA cosh + k sin h, (78)

+2 = i 2 cos! cos* + j 2 sin! cos* + k2 sin* (79)

k = axeln mot v¬astpunkten, (80)

K = ! (
1
2

) ! - ), (81)

i 1 = ! polaxeln, (82)

22Vi fûar h¬ar at t observear, at t axelsysten med lik riktade axlar fûar betraktas som iden-
t iska.

37



Figur 3: Fig. 2

Figur 4: Fig. 3

I 1 = &!
1
2

). (83)

[A, h, ! , *, - och * betecknar resp. azimut, h¬ojd, rectascension, deklina-
t ion, polh¬ojd och stj¬arnt id], sûa erhûaller vi, utan att ha anv¬ant dem sf¬ariska
triangeln, de bekanta relaionerna mellan de n¬amnda storheterna; osv.

U p s a l a, November 1876
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