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1 Ferord

Geran Dillner (1832-1906) var jamt. Studera matematik berjade han i Uppsa
la 1854, ferst under Malmsten sam handledare och sedcan Daug. Han dispute-
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radefer doktorsgraden 1863 [7] och blev adjunkt 1865. 1871-1873 sekte han en
professu i Lund, men blev ferbigangen efter ett synnerigen stridigt tillsatt-
ningsarende. Pa synnerligen lesaboliner gick tjanstentill C. F. E. Bjerling.
Dillner blev aldrig professo, vilket gramde honom livet igenom, 1877 blev
han dock extra ordinarie professo i Uppsda. Har vander vi osstill hans
kanske viktigaste arbete, san tyvarr blev fega kant.

1.1 Tack

Jag ar skyldig Mikael Abrahamssa ett stort tack fer att han har tagit fram i
biblioteket @ mig all skens material, relaterat med Dillner och kvatemioner

1.2 Girding

Lars Garding, som i sin bok [5} eljestar ytterst kritisk mot Dilln er, ger néagot
everraskande honom berem fer hans kvaternionarbete, sam ferf sjalv kallar
fersvenskat? kvaternarbete, [8]:

et ar emellertid mejligt att Dillner var en battre / iker an analytiker.
Det bnns ett utmarkt arbete (1881)% av hans hand san ar en modemiserad
och avmystiberad framstallning av Hamilt ons quatemioner. Har kommer fer
en gangs skull raknerederna ferst och den geametriska tolkningen efter@at.O
[5], sid. 80.

Med en kvatern menar ferf en kvatemion med den 1-a koordinaten O.
Hamilt on sjalv sager har B pa engelska B Qight quatemionQ hur nu detta
skall eversattas till andra sprak Driktig kvatemion?.4

Arbetet skrevs pa svernska 1876 och eversatestill tyska under Dillners
resai Tyskand s @, erkannerligen av vannen Heine®’, da Dillner gastade
deme i Halle, Det utkom samma tryckar i Mathematische Annalen, en le-
dande matematisk tidskrift pa dentiden Arbetet blev anmalt i Jahrbuch av

1Denna annars pa& manga satt utmarkta bok borde kanske egenligen ha hetat CBvensk
matematik von ObenQ Det san Garding dar skriver om den ovannamnda professosstri-
den ar delvis felaktigt och otillrackligt. Som matematisk ferfattare var Dillner ganska
volumines, men hans roll sam matematiker har varit omstridd.

2eller fertyskat ?

3Ber vara 1876!

4Hurwitz talar B pé tyskal ® om Oreelle QuaternionenO [14].

SHeinrich Eduard Heine (1821 - 1881), tysk matematiker, mest kand fer Heine-Borels
sas men ockga fer sina arbeten om speciella funktioner (Legendre polynom, Lame och
Besselfunktioner).



Dr. F. Muller (Ludwigslust), JFM 09.0316.03. Se aven Dillners interessata
sjalvbiograb [?].5

Vad san nu feljer ar huvuseakligen en aversattning tillb aka? till svenska
av [8] med mina synpunkter och kommertarer.

| arbetets inledning raknar ferf upp ett antal becker om kvatemioner
berjande med Hamilt ons egna tvia, [11] och [12]. | referensemnai slutet har vi
angivit samtliga dessa namligen:

1. Alleget [1]
. Hankel [10]
. Hamilt on [11]

. Houel [13],

2
3
4. Hamilton [12]
5
6. Kellan-Tait [16]
7

. Unverzagt [23]

En god kalla om kvatemioner ar eljest Hermann Rothes encykloped-
artikel [?], dar man hittar Rer referenser.

Nigra andra, aldre kallor, san jag dock annu intetagit del av, ar [15] och
[19].

Vidare kan man rekommendera Blaschkesbok [4], san dock mest handlar
om kinematik, den bygger delvis pa ferelasningar avgivha i Buenos Aires,
Helsingfors och Barcelma.

Blasdke, liksan Rothe papekar ockda, att det mesta om kvatemioner var
kant redan av Euler och Gauss.

Vidare namner Dillner ett antal fundamertala QagarQ sam den CHamil-
tonska metodenOgrundar sig p&, namligen:

1. denassaiativa lagen,
2. lagenfer en produkts konjugation,

3. lagen om rakning i det dubbla axelsystemet,

6Se aven [17], s. 57 Pallt sam dar sags pa denna punkt, stér jag dock inte langre fer;
jag borde ha last uppsasenmycket noggrannare redan da.
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4. dendistributiva lagen,

Det ar pa de under 1), 2) och 4) namnda lagarna, san Hamilt on grun-
dar begeppet kvater(io)n. Utvedklingenav dentrede lagen seknas gaval hos
Hamilt on san andra ferf, ehuru dema lag feretradesvs ger @ metoden ka-
raktarenav ett anvandbart och kraftigt instrument. Det ar detta serare, san
ar Dilln ers kanske framsta matematiska insa s everhuvutaget.

2 Farberedande anmark ningar

2.1

Lat OXY Z vara ett givet ratvinkligt axelsystem [i R3]. | de positiva rikt-
ningarna av axlarna OX,0Y,0Z markeras ffn origo O motsvarande ern+
hetslangder i, j, k . Fer dessainferesfeljande multiplikationsreder:

i =k, jk =i, ki =],
ji=tkKki="iik=1]j

(1)

Ferf ger ocksa en mekanisk tolkning av dessaformler. Att gera dylika
mekaniska tolkningar var en av Dilln ers specidit eter. Han anvande sig darav
i sin konstruktion av de komplexa talen i doktorsavhandlingen [7], desswarre
fega uppskattad av Garding [5].

2.2
Har havdar ferf, att den assaiativa lagen galler om och endast om
iZ=j2=kK?’=11 (2

Men detta anserjag vara nonsers, bl a fer att dessakvadrater helt erkelt
inte ar denierade! Bbara produktema av i, j, k ovan.

| stallet ber man, sam man ger numera, taga (??) sam en demition!
Dvs vi konstruerar den 4-dimensionella assaiativa av kvatemionalgebran



H genom att till enheternai,j, k adjungera’ aven en QeellOerhet i, med
iZ =1 1. Lat ossmycket temporart skrivai; = i, i, = jiz = k H har da
allt 9 gereratorema ig, i1, i, i3 0ch relaionema

i3 =11,i4ip = !is; = ig(3)jamte liknande erhdlina genom att cykliskt
permutera indicesoch bestr av /

ap+ aii + ay] + azk, (4

kallade kvatemioner, dar koe! ciertema ay, a;, a,, azar reellatal.®
Ferf betraktar sedan uttryck av typ

I = ix +jy + kz (5

dar x,y,z ar Ovanliga koordinaterQ

Ett sadant kallasharf erettrumkomplex (triplex )ellerenOrektor".Maninf ernudeavHamiltc
och U, kalladeGensor"ochCenhetsvektor'.

Man har

och

. IX + ]y + kz
UPcosl + j cosm + kcosn = ! Iy = —
x2+y2+z2 T

, (7)

varvid I, m, n ar vinklarna, sam vektorn bildar medresp axlar i,j, Kk .

"Jag ar inte medveten om i vad utstrackning Dilln er Doch hans samtid - var fertrogren
med detta begepp.

80T he light dawned upon him D as his admirers like to tell B on a certain October
day of 1843, when walking under a Dublin bridge (Broom Bridge, or by Hamilt on called
Brougham Bridge) he discovered the quaternion. Struik [22]. For information about the
life of the life of Hamilton, cf. also Bell [2]. Volume Two. Chapter Twenty, Genius and
stupidity.O



3 Multiplikation av vektorer
3.1

Vi betraktar nu produkter av r vektorer, 1,2,...,r. Man har da

12...r
(ixy+ jys+ kz)(ixz + jyo + kzp) 8&& (ix, + jy . + kzy)
=W + iX +jY + kZ.

dar W, X,Y,Z ar reellatal.
Ferf reder sedan ut, att assciativa lagen galler ockga fer produkter av
vektorer.

3.2

Det ar endylik produkt av vektorer san framgent ockda kallas kvatem. Den
assciativa lagen galler fer en produkt av ett godtyckligt antal kvatemer.

3.3

Det fersta ledet W i enkvatemen (8), sam ar reell och oberoende av axelsy
stemet, kallas skalarent” eller den algebraiska delen summan av de evrig tre
leden, sam ar envekior, kallas kvatemens geanetriska del.

Vi har allt & feljande samband:

12...r=812...,r+ V12...,r, (8)
dar

S12...,r=W
V12, .. r=iX+jY+kzZ |

En vasertlig egenskap hos en vektor utger faljande:

V212...,r=(X2+ Y2+ 2% =1 TAv?212...,1, (9)

10Quantitas OscalarisO.
1Fer tydlighets skull ber man satta en parantesefter S ochV och ett analogt teden,
fer att antyda omfanget av ett dylikt teden.



dvs kvadraten av en vektor ar lika kvadraten p& demnas tensa tagen med
omvant tedken.

Konjugatet av en produkt betedknas medK 12...12...,r och defneras
medelst

Ki12...,12...,r=S812...,12...,r!
I'V12...,1r...,r,

dvs di" erensenmellan skalaren och vekiorn av en produkt.
Kvadraten av tensan av en kvatem debnieras san produkten av kvater-
nen och demas konjugerade; allt ga enligt 3.1, (??) och (?7?).

T2=12...,12...,r! (S12...,12...,r+
+V12...,12...,r) =
=(S12...,12...,r! V12...,12...,r) =
= S?212...,12...,r! v?12...,12...,r =
= W2+ X2+ Y2+ Z2
Vi ser daledes, att tensan av en kvatems kvadratrot ar summan av
kvadratema av hemeskoordinater.

3.4
Med direkt multiplikation Pnner man samtidigt [vid 2-stalliga produkter]
" #
12 = Slaz + Vlaz,
(' 1)28.2a1 = Sla,! Vla,.

Vi antar nu, att demna lag galler fer produktenav r vektorer, eller villk et
ar likvardigt:

12...,r! 1=8S12...,r! 1)+Vi12...,r! 1,
(¢ 1...20=S12...r! 1 !
Vi12...,r! 1),
Vi skall nu bevisa, att samma lag galler likval fer enprodukt av r vektorer.
Enligt (6) satter vi 12...,r! 1 = +i" + j#k"; d& erhdller vi genom
multiplikation feljande resutat:

Xr
2...,r1 1=r$! (X" +yH#H+Z2%+q VY

Zr Y



Ferf ferklarar inte den ovan ferekommande QleterminantenQ

| [9], sid1312 omnamns nagra QdeterminantaktigaO(determinantenartige)
symboler inferda av L. Schrutka v. Reditenstamm [?].

Enkannerligen infers dar feljande bildningar:

(ab = 3[aB! bal,
(abg = 3[(bga] +(ca)b+ (abq],
(abcd =3[! (bcde] +(cda)8! (dahe+ (abod,

varvid (abg ar envektor och (abcd en skalar.
Vi eraller saledesgenom jamferelsemed den ferra multiplikationsresu-
tatet:

(' )fr...20=S812...r! V12...r = K12...r.

Men enligt (3.4) ar dema formel riktig fer r = 2, allt $a ar denriktig fer
r = 3, och i allmanhet fer r = ett godt helt positivt tal.

Vi kan salunda formulera feljande allmanna sas av fundamental betydel-
se:
Konjugatet av enprodukt av ett godtyckligt antal vektorer ar lika produkten
av sanma vektorer, alla tagna med motsat teden och i omvand ordning.

Denmna fundamertallag skall vi kalla Lagen om konjugatet av en produkt.

3.5

Om antalet vektoreri (3.4) ar udda ellerr = 2n, och produkten av godtyck-
liga tva vektotrer betedkande o, o, . . . ¢, erh@ller i feljande mycket viktiga
formel

KQiG ... th = Kan...KgKqy, (10)

Konjugatet av en produkt av kvatemer ar lika produkten av konjugaten
kvatemema tagna i omvand ordning.

3.6

Genom multiplikation av formlerna (9) och (3.4) far vi med hjalp av den
assciativa lagen feljande resut at

T212...r = T?1T?2...T%, (11)
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dvs (efter kvadratrotutdragning) tensan av en produkt av vektorer ar lika
produkten av samma vektorer.

Genom multiplikation av kvatemprodukten ou @ . ..o, med vektorer ar
lika konjugateni (10) erhaller vi enligt (3.3) och Nr 6:

21 ... 0 = T?0uT%Q. .. T20h,

dvs (efterutrakning av kvadratroten) ar tensan av produktenlika produkten
av tensaer lika samma kvatemer.

Enligt formlerna (11) och (2.2) kan vi allt ga uttrycka en produkt av god-
tyckligt manga summor, vilkas summander ar tre eller fyra kvadrater, sam
vi skall sei feljande exenmpel.

Ex. 1. 1 (12) har vi fer r = 2:

X1X2 + V1Yo + 2122)% + (Y1Zo ! Z1Y2)? + (Z1iX2 ! X122)? + (X1Y2 ! YiX2)?
= (x2+ y2+ 22)%(x5+ y3 + Z2)°.

Ex. 2. | (2.2) erhdller vi fer n = 2, om vi satter
Ch = Wi+ iXg+ jys+ kz

och
= Wy + iXp+ jyg + Kz,

feljande av Euler angivna formel:

(Wiwz ! XaXo ! Yo ! 2925)% + (WiXo + WiXy + YiZp 1 Z1Y5)%+
(W1yz + Woys + Z1Xa ! Z1Yp)? + (WiZp + ZyWo + ZiWo + XqYa ! YiXp)2 =
P T SN SR N S N S
= (Wi + X7+ y7+ Z5)(W5 + X5+ y5 + Z5).

Fran dessaexempel kan vi sluta osstill den stora vidden hos formlerna
(15) och (16).
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3.7

Medelst addition av formlerna (7) och (13) erhaller vi:

S12...r=212...r+(! Dfr...r =2a,,
2V12...r=a2...r=12...r! (' Dr... 21,

enformel av stor betydelsei de faljande reduktionema.
Ur (13) erhaller vi vidare

Sa2...r=(!1)Sr...21
Va2...r=(!1)*Vvr...21,

sam far betraktas sam ett annat uttryck fer formel (13).

3.8

Det reciproka vardet  eller p * av en kvaternp demnieras san den storhet,
sam multiplicerad med kvatemen sjalv, ger resutat ett, dvs
1_ .._Kp

p P T T
Enligt denna debnition erhéller man, eftersom man har enligt (3.3)Kp =
T2p:
S=pit= o (12)

dvs det reciproka vardet av en kvatem ar lika denmnas konjugat delat med
kvadraten av tensan.
Betydelsenav en kvot % gesav feljande lik het:

d_ . _ +1_ 9Kp
D gqap=qp "~ = Top (13

Vi serdaledes, att kvoter av kvatemer kan omedelbart underkastas mul-
tiplikationslagarna.

Eftersan en vekior kan betraktas san en kvatem med skalaren noll, sa
galler formlerna (12) och (13) fer vektorema 1 och 2 i stallet fer kvatemema
p ochq. Eftersom enligt (3.3)K 1 ="! 1, har vi allt g feljande uttryck fer det
reciproka vardet av en vektor 1.

Z=11= _—, (14)



samt fer kvoten mellan tvéa vektorer 2 och 1:

—=24—= — (15)

3.9

Feljande sa s uttalas sam sjalvklar, ty en skalar, i egenskap av enrent /isk
storhet, och envektor, san enbestmd geamertrisk storhet, inte kan upphava
varandra:

Om g betecknar en kvatern, s kan ekvationeisg+ V = O inte existera,
utan att Sq=0 och Vq= ix + jy + kz = 0, varvid den serare ekvationer
senderfaller i detrefejande:x =0, y=0ochz= 0.

Som enfeljd till demna séas har vi sasen

Ekvationenq! g =Oellerq= ¢, di g= w+ ix + jy + kzochq =
w'+ ix'+ jy'+ kZ', kan inte existera, svida intex = x', y = y' ochz = 7'

4 Rakning i det dubbla axelsystemet
4.1

En produkt av vektorer 12...r, utfert i ett visst givet axelsystem (is, j s, Ks),
kommer att betedknas med ®)12...r; index s = 0 kommer att ansesgasam
motsvarande axelsystemet (ijk ).

Vi har allt $a den 2-ledande produkten

11 X1 X2
D12 =1 (XX + V1Yo + 212) + q1 Y1 V2
1 41 Zp

och enligt (15)

TT212 = (X1X2 + Y1V + 2122)° + (V122! Z1y2)? + (ZaXz ! X122)°+
(X12Yo ! Y1Xp)? = T21T?2.

Vi valjer nu ett annat axelsystem (ijk ) med samma origaO [Fig. 1] och
da lagd, att axeln i ligger langs vekiorn 1 samt att triangeln 102 ligger i
planet (ij ). Vidare beteckanr vi med&vinkeln 102 raknad fran 1 till 2. D&
far vi feljande multiplikationsresut at:
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Figur 1:

®12 = iT,(iT2cosHT 2sin)
= | T,T,cos +kT;T,sin.

Nu har vi bara att visaatt dei (25) och (23) uppstallda multiplikations-
resutaten ar iderntiska

Vi inseromecelbart, att T;T2c0os&= XX, + y1Y» + 2,25, och har darfer
enligt (24), eftersam det galler att

T2TZ2! TT}! sinf&=
(V1Zo! zayo) + (Z1X2 ! ZoYo) + (ZaXa ! X1ZYo) + (X1Y2 ! YiX2)

KT2T2sin&= i1X + j;Y + ki Z.

Vektorn kT1sin, projecerad pa axelsystemeti(,ji, ki), ger, om hemes
koordinater kallas X,Y,Z:

T, T2 sin +JT 2sin = |1X + 11]Y + k12
och i feljd harav [jfr (??)]:
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21T?2sinsirt) = X2+ Y2+ 72,
Eftersom axelnk ar lodrat mot vekiorema 1 och 2, ¢a har vi feljande
lik heter:

XlX +y1Y + le = O,
X2X +y2Y + ZzZ = O,

varav med hjalp av formlerna (26) och (28) framtrader feljande system av
ekvationer:

X _ Y _ Z
yixo ! ziyo  yixo! ziyo yixo ! ziyo
Fer att besammatedknet + eller! |, satterviz; = z2=00ch T1T2sin =
Z; vi satter vidarex; = T1cos,y: = T1sin$; x, = T2cos$', y, = T2sin$',
varav X1y, ! yixo = T1T2sin@'! $); och nar vi obsewerar, att $'! $ = 0,
erhaller vi slutligenZ = x,y,! yiX, och fledes+ san tedken.
Formlerna (27) och (29), tagna tillsammans med den ovan uppstallda
formeln fer skalaren, ger allt <

=+1

S12=1 T1T2c0s =! (X1Xp + Yayo + 2125), (16)
11 X1 X2
V12=KkT1T2sin=§: yi yoib
1 41 2o

S12) =1 1T2cos =! (X1X2 + Y1Y2 + 712)).

V12=k T1 T2 sin = i1X1X2

j1y1y2
klzlzz

eller, uttryckta pa feljande satt,
W12, (17)

dvs produkten 12 ger idertiska multiplikation i axelsystemet (ijk ) och axel-
systemet (l 1j 1k1).
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4.2

Eftersom axelsystemeti(k ) i (17) ar helt godtyckligt, kan vi infera i stallet
fer dem ett annat godtyckligt axelsystem (i1j1k;) med samma nollpunkt,
och har darfer idertiteten feljande likheter: 12 = @12 och feljaktligen
idertiteten

M12=@12 (18)

dvs produkten 12 ger ett iderntiskt multiplikationsresutat i de helt godtyck-
liga axelsystemen (ijk ) och (i, 2k2).

Om vi beteknar koordinatema fer vektorema 1 och 2 i axelsystemet
(i2) 2k2) med resp."y,#,"1 och ", #,",, $a erhdller vi feljande idertit eter
mellan skalarer och vektorer i de tva olika axelsystemen:

812) =1 1T2cos =! (X1X2 + yi1yo + Z]_Zz).

11 X1 X2 1, #H
V=12= KkTIT2sin=9§1 Y1 Y.8= f, # HR
1 % % 2 % %

Anmarkning. Omvilateraxelsystemet (i1j1k;) rerasigi ferhdalande
till axelsystemet (i, 2k»), Da blir axelsystemen (,j .k,) med avseenle pa sina
riktningar variabla storheter; och da har vi bevisat Hami |t o n sviktiga
upptackt, att denimaginara erheten ! 1i allmanhet represenerar en efter
sin riktning variabel storhet.

4.3

Vi gar nu ever till att utvidga sasemna Qika adderat till lika och lika multi-
plicerat med likaOda, att de ocks omfattar kvatemer.

1) Fer dettaandamal tar vi kvatememaqgochd uttrycktai degodtyckliga
axelsystemen (i1j1k;) och (i) 2kz). Enligt (32) ar

Mgoch1®q = 1@q (19)

sg= s@q sWg = s@q

och feljaktligen enligt (?7?): Vg = v@q och Vg = VO

Omedelbart erhéller vi

SWq+ s@q"= S@q+ s@q"

16



vidare ur betydelsen att envektor bestammer laget fer en punkt i rummet
[ifr Nr. 4] att
V(l)q! = V(l)qI = V(2)q| = V(z)q"

daledesar den fersta sasenbevisad namligen att:
(1)q+ (l)q! - (1)q! + (l)q!’ (20)

dvs sasenatt Qika adderat till likaOger lika, galler ockga fer kvatemer, om
den pa bada sidor av teknet = ar uttryckt i olika axelsystem.

2) Vidare har vi enligt (32) VOqv®q = v@qv@q och enligt (??) och
denferra sasen

S(l)qS(l)ql = Sl(z)qv:l_(z)ql + S(Z)qS(Z)qI + S(Z)qV(z)ql + S(Z)qIV(Z)q’ (21)

varav enligt (??) och deni Nr. 5. angivna debitionen av multiplikation be-
viset av den andra sasenframgar, namligen

Dg®q = Dg@q, dvssasen (22)

att Qika med lika multiplicirat ger likaOgaller fer kvatemer, nar de ar ut-
tryckta i varje sida av teknet = i olika axelsystem.

Dessasaser(34) och (35) galler ockga fer vektorer, enar de kan betraktas
sam kvatemer vars skalarer ar noll.

4.4

L&t ossnu multiplicera ekvationen(32), till vanster medall vektoremas,...,r,
alla uttryckta i axelsystemet (i, ] 1, k1), och till heger med sanma vektorer,
alla uttryckta i axelsystemet (i,, ], k»), s erhdller vi enligt (35):

M12...r= @12, .1, (23)

enligt vilket vi kan uttrycka feljande sas av grundlaggande betydelse:

Produkten 12...r ger idertiska multiplikationsresutat i de helt gotyck-
liga axelsystemen (i1, ] 1, k1) och (i2,] 2, k2).

Samma sas galler likaledes, vilket vi ser omedelbart, fer en produkt av
ett godtycligt antal av kvatemer [jfr Nr. 6].

Eftersam det nu ar helt likgiltigt, i vilket axelsystemman utfer enprodukt
av vektorer eller kvatemer, ga behaver man inte heller ange i allmanhet index
fer axelsystemet.
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4.5

Man kan ferutsaga i fervag, vilken stor praktisk betydelsei samband med
geanetri och mekanik denna raknelag i det dubbla axelsystemet kommer
att utgera; ty varje kannedom om koordinatema i ett vist axelsystem kan
pa grund av detta utan vidare everferas pa koordinatema i ett godtyckligt
axelsystem. Genom demna lag kan man karaktariseaH am i |t on smetod
sam en geametri i det dubbla axelsystemet.

4.6

Vi maste nu stalla upp de formler, san besiammer vinkeln mellan axlarna
mellan tvéa godtyckliga axelsystem (ijk ) och (i1j 1ky).

Lat', y, ( vara vinklarna av axlarnai med de respiy,j1,Ki;

Latvidare',u ', (' vara vinkeln av axelnj med de resp. axlarndy, j1,ky;

Enligt (5) har vi @lunda formlerna
i iI;coS + j;cosp+ kycos(
ipcos '+ jjcosy + kycos("

]
Kk i;cos "+ j,cosp” + kycos(t.

Vi beteknar nu koordinatema fer en vektor i axelsystemen (ijk ) och
(i'j '’k") resp.X,y,z och",#,% Vi har darfer

iX +jy + kz=i;"+ j1#+ k1% (24)
Vi har €aledes

ix + jU + kz = i]_" + j1#+ kl%
och feljaktligen med hjalp av (37):

X cos + ycos '+ zcos
# = xcos( + ycosp' + zcosp"
% = xcos( + ycos('+ zcos("
Alla nedvandiga relationer mellan de ifrégavarande vinklarna erhalles,
om vi kvadrerar ekvationema (?7?), och sedan multiplicerar den fersta med
de andra och idertiberar resutatet med det trede osvi cyklisk ordning.
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5 Den distributiva lagen
5.1

Omvektorerna 1 2,3... ar uttrycktaenlig 3.11 axelsystemet (ijk ), saerhaller
vi produkten:
(1+2)3=" [Xp+ X2)X3 & (Y1 + Y2)Ys+
X1 + XoXs
+(z1+ 22)Z3+ Jy1 +  YaYs
Z1 t+  2yZ3

begnequation*

Om produkterna a;a; och ayaz utvedlas pa sanma satt och adderas, ger
iderntiskt samma resutat, s att vi har idertiteten
(1+2)3= 13+ 23. (25)
Pa helt analogt satt erhaller vi idertiteten:

3(1+2) =31+ 23
Enligt (25) och (5.1) fias allt <a feljande distributiva lag:
(1+ 2)(3+ 4) = 13+ = 23] + 34.

Som vi omedelbart kan se,kan dema lag utvidgastill tvafaldiga produkter
av summor ur ett godtyckligt antal vektorer.

Som specidfall av (42) kan vi med hjalp av (17) lyfta fram feljande form-
ler:

(1+ 2) =12+ 2812 + 22, (26)

(1! 2)(1! ay)=12+2V12! 2% (27)

Fer att belysa dessaformler, skall vi behandla feljande exempej, varvid
vi far obsewera, att utrycken1+ 2resp 1! 2 betyder den mellanliggande
och motstaende diagonalen i en parallellogram med de bestammande sidorna
loch 2. Omyvi satterl= 2+ 3, @aar 1,2 3 detresidornai entriangel, vars
mot varandra liggande vinklar betednas medresp A, , bf, ochs.
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Exempell Vihar 3 =3(1! 2)V31 = V32llerenligt(25)T1=T2
SinA sinA ;.

Exempel2 Enligt (43) har vi med hjalp av (25) TO2 3 =t?1!
2T2cosA 3z + T?22,

Exempel 3 Lat 1varaenbx och 2 enrerlig radie i encirkel. T, = T,
och vidare enligt (44) med hjalp av (25). S(1! 2)(1+! 2) = 0, dvsvinkeln
i en halvcirkel ar rat. Betydelsenav idertitetenV (1! 2)(1+! 2)=2V12 &
sjalvklar.

Exempel av & erkel natur kan bli behandlade i obegandad mangd enligt
den redan ovan bevisade distrubitiva lagen [jfr Kelland och Tait [16]].

5.2

Vi ersatter nu produktema a; 2 i (40) med kvaternernsw = ix + jy + kz och
w' = ix' + jy'+ kz' och erhaller da, om 4 ar envektor:

(g +23)4 = (w+ w)a! [(x+ X)xg+(y+ Y)yagr (Z+ Z2')24]
X+ X'Xy
+ y + YVaR
z + Z'z.
Man erh@ller en harmed idertiskt resutat, om vi utvedlar summan
(W+ ix + jy + kz) + (W' + ix' + jy' + kz)4. (29)
Harmed har vi allt $a visat, att
(13+ 23)4= 134+ 234. (29)

Genom upprepning av sanma bevis bnner man, da 5 ar en vektor, att:

(12+ 23)45= 1345+ 2345, (30)

osv far ett godtyckligt antal vektor-faktorer.
Omvi nu infer i (45) och (46) i stallet far produktema 13, 23,45deresp.kvaternerng,q,r, soe

(p+Q)r=pr+qr,
r(p+a)=rp+raq,
och feljaktligen, om s betedknar en ny kvatem:
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(p+ a)(r + )= pr+ ps+qr+ gs, (31)

en lag, sam later is utvidgas pa ett helt / skt satt till produkter vilkas fak-
torer ar summor av ett godt antal kvatemer. Vi kan fledesuttala feljande
allmanna sas av fundamenrtal natur.

Med undantag av den kommutativa lagen [om oberoendet faktoremas
ordning], galler alla lagar fer / ska polynom, sam grundar sig multiplikation,
likaval fer vektorer och kvatemer.

5.3

Om man nu erinrar sig, att enligt 4.1 kvotema ar subsummera under lagarna
fer produkter, sa later den feregaende fundamental sasenocksa everferas
till kvoter av polynom.

5.4

Om p och g beteknar kvatemer, sa har vi de sjalvklara sasema:
1) S(p+ q) = Sp+ Sq

2) (p+@=Vp+ Vg
3) K(p+ g = Kp+ Kg;

och motsvarande faer polynom med RRera temmer.

6 Interpretation av produkten av
tvia vektorer

6.1

Man erinrar sig, att enl 4.1 utvecklat i de tvé axsystemeni{k ) och (i1j1k;),
vilka enligt (23) och (24) ar de feljande

12! T1T2cos&+ KT1IT2sin&=! (X1X2 + Y1y + 212>

1iX1 X2
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dar deingaende storhetema har deni Fig. 1 antydda betydelsen Om vi nu
idertiperar enligt (30) vekiordeleni denna formel och med |, m, n betedknar
vinkeln med axeln k med resp. axlarnaiq, j1, ki, 9 fas enl (39) feljande
system av ekvationer:

12! T1T2cos&+ KT1T2sin&=! (X1X2 + Vip + 7175
liX1 Xz
+diy1 Yo,
iZ1 22
dar de ingaende storhetem har deni Fig. 1 antydda betydelsen Om vi nu
identibPera enligt (30) vektordelarna av dessaformler samt betedknar med |,
m, n vinklarna av axeln k med resp. axlariq, j1, ki, Sa erhalles enligt (30)
fellande system av ekvationer:

TiT2sin8 — Yy122" Z1y2 — ZiXp" X1Zp — X1Y2" YoXa
1 cosl cosm cosn

De fyra taljarna av dessauttryck betyder geametriskt resp det dubbla
ytinnehallet hostriangeln 102, a att genom formel (49) uttalas den bekanta
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sasenom projektionen av en triangel pa tre mot varandra lodrata koordi-
natytor.

| avsikt pa mekaniken, da vektorema 1 och 2 beteknar resp enhavstangs-
arm och en pa dennas andpunkt verkande kraft, betyder T 1T 2 sin& vridmo-
mentet kring axeln k, och vektorn KT 1T 2 sin& det linjara momertet efter
storlek och riktnining; pa ett analogt satt betyder y;z, ! z1y,, zZ1X2 ! X312,
X1Y2! z1y, resp- vridmomentet om axlarnay, j 1, k; och vektorernai(i;z,!
Z1Y2), j1(z122! X12), Ki(X1Y2! Yyi1X»2), delinjara momerten efter deras storhet
och riktningar. Ekvationen mellan vekiordelarna i (48) ar allt g ett uttryck
fer den bekanta mekaniska sasen om projektionen av ett linjart momert
pa ett ratvinkligt axelsystem. Skalaren! Y 1T 2 cos&represenerar med mot-
sat tekenkraftmomenet eller, om havstangsarnen av vagen, det mekaniska
arbetet.

6.2

| formel (22) erhell vi betydelsenav en kvot av vektorer, och dema formel
later sigmed hjalp av (12) och (30) skrivas pa feljande satt:
2=21"1=1 2 = 380 = I2(cos&+ ksing),
varvid man fir observera, att enligt Nr. 2 axelnk har det analytiska uttrycket
1. Om vi nu bildar en kvatern, uttryckt i axelsystemet (4j1ks),
= WH X+ j1y + Kz
med feljande betydelseav koordinatema och tensan;

(XX + Y1V + 212) 1 T?1
(122! z1yn) 1 T?1
(z1y2! X125):T?1
(X1y2! yixp): T21
T2:T1=Tq,

da kan med hjalp av (48) man skriva formeln (50) pa feljande satt:

= N¥< X =
(I N | |

201rek® = g=w+t i1X+ j1+ klZ,

och det konjugeradeKq enligt (13) sa har

Ut=e9=Kg=w! (i1+ ]y + kizy)
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Exponentialuttrycket!? Att bagge dessauttryck ar lika feljer, om man
tager logaritmema; allt a k&= 2 logk = £ &) . rek® kallas denreducerade
formen av kvatemen q, alternativt ocksa den reducerade kvaternerg. Ut-
trycket Ug, debPnierad genom formeltuq= q: T qoch kallad erhetskvatem

[ifr (5)]; saledeshar vi feljande formel:

Ug= q _ w+ X+ 1+ Kz
Tq 22+ X2+ y2+ 72

= &9 = cos&+ ksin&.

Mellan de fyra koordinaternaw, X, y, z och de fem storheternq, theta,
[, m, n, av vilka de tre sista enligt (49) betecknar vinklarna av axellkk med
axlarnaiy, j 1, ky; erhalles relationerna;
|

r= W2+ x2+ y2+ 722
I COS&= w
rsiné — X = Y - _z
1 cos| cosm cosn

Den reducerade formeme® innehaller allt €, vilket kan sesomedelbart,
fyra av varandra oberoende storheter, vilka skall kallas kvatemensreducerade
koordinater.

Bevisetfar M 0i v r essaskan genomferas pa ett bekant satt pa versan
i (54), oberoende av, om k represemerar eni riktning konstant eller variabel
storhet.

6.3

Ferutom betedkningenr = Tqskall vi anvanda feljande betedningar:

&=1q,k= Ax.g,triangel 102 =*q, (32

och kallar theta vinkeln eller amplituden, k fer axeln och # q fer kvatemens
triangeln.t3

6.4

En vektor + betraktad sam ett specidfall av en kvatem, vars skalar ar noll,
erhaller enligt (54) pa feljande satt sin betydelse

12) stallet fer exponertialuttrycket ek’ anvander Hamilt on uttrycket k.
3Denna triangel, san bestamd av tv@a vektorer 1 och 2 med sanma nollpunkt () har
Hamilt on kallat biradial.
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—_— + —_
U+= T
|

X+ i+ kiz X2+ Y2+ 22 = =E = 4k (3D

och ur denmna synpunkt kommer den reducerade enhetsvektorn kallas en
kvadrantisk versa4

Feljande saser, grundade pa, att entriangel # i sin storhet och langd kan
utsattas fer olika andringar, utan att koordinatema av kvatemen g andrar
sig, kan uttalas sja0standigt.

1) Triangeln# g, bestamd bara efter form (genom vinkeln &och ferh@dllandet
de densamma innesluande sidorna Ta, : Ta: 1), kan bli ersat av en lik-
stallig triangel av godtycklig storelek

2) Triangeln # g kan i sitt plan roteras godtyckligt kring axelnk = Ax.q

3) Triangeln #q kan transporteras in i ett parallellt plan, varvid axeln
kAXx, q behaller sin riktning [jfr. Nr. 4.].

Likheten mellan tvia kvatemer

a=q
innehaller allt &1 bestamningarna

#q# #dandAx.q $ Ax.q't° (34)

Fer att i (52) konstruera ur de sam givna betraktade fyra koordinatema
av enkvatem q= w+ i;x+ j1y+ ki;z den reducerade formenek®, maste man
ferst bestamma ur ekvationen kr sin&riktningen fer axeln k; sedan skall vi
drai ett plan vinkelrat mot dema axel och genom koordinatemas nollp unkt
lagd axlarna i ochj, av vilka det fersta i kan vara helt godtyckligt riktat;
sedhn bestams vinkeln & enligt (55) i detta plan utgdende fién i, varvid fer
vilken vinkeln posiltiv led raknas fréan i ochj; till sist bestams denna vinkels
ben T1 och T2, av vilka den fersta ligger i riktningenii i ferhallandet T1 :
T2=r = w2+ x2+ y2+ 72+, Pa ett analogt satt konstruerar man den
kvadrantiska versan i (56) och daledesen vektor betrakrad sam specidfall
av en kvatem.

Som ett analytiskt uttryck fer deni Nr. 17 givna fundamenallagen be-
tra' anderakning i det dubbla axelsystemet har vi att betrakta uttryckt i den

14Av Hamilton kallad Okvadrantal versorO.
15Tecknet $ betyder har parallell och likariktad.
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(52) givna identiteten mellan en kvaterng= w + i1X + j1y + kyz uttryckt i
ett godtyckligt axelsystem (i,j 1k1) och ett plant komplex rek®; genom denmna
viktiga idertitet blir teain fer plana komplex omedelbart giktig fer kvater-
ner, 9 vida den later sig grundas pa de har utvedklade lagarna och daledes
betrakta sam fullstandigt lest det viktiga problemet att bnna lagarna fer
komplex i olika plan. 6 "

Har vi saledesfunktionenf (re " 1) = f (w+ T 1v) fer ett plant komplex,
vilken kan framstallas av summan av en reell och en imaginar del (w,v) +

1, (w,V), Saresuterar, om man satter

I'1=Kk=i,cosl + j; cosmk; cosn (35)
och
kv = i1+j1y+ kls (36)
feljande idertitet:
f(re®®) = f(w+ kv) = f(W+ ix+ j1y+ ki2)
=f(w,v)+, (w,Vv){i;cosl + j; cosm + k; cosn},
och feljaktligen, om man satter:

W =-(w,V)
X =, (w,v)cosl
Y =, (w,v)cosm
Z =, (w,v)cosn,
dar
v=£x2+ y?+ 72 (37)
16
och Vo X _ yy_ 2 =)
1 cosl cosm  cosn
[ifr (55)]

Pa detta satt har vi, om gq= w+ i;x + j1y + k;z, y = ett reelt tal och
. = ett helt reelt tal:

f(Q) = g* = rHeW O 24 = rHcosu(&2) )+ ksinp&+2.) ], (39)

®Dessaretter och sin® ar simultant positiva eller negativa storheter [jfr.(55)].
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och feljaktligen, om man satter enligt ovanstaendegt = W+i, X +j,;Y+KZ:

W = rtcosp(&+2.) )

X = rHsinu(&+2.) )cosl

Y = rHsinu(&+2.) )cosm

Z = rHsinu(&+2.) )cosn,

dar r, & I, m och n efter (55) ar uttryckta i de fyra koordinatema w,

X, Y, z; darmed ar potensfunktionen av en kvatem fullstandigt bestamd. Pa
exakt samma satt kan man bestamma exponertialfunktionen

f (q) - eq = er(cose+ksin9)_ (40)
6.5
%
En summa av kvaterner satt lika noll eller ’ g= 0 ger enligt Nr. 13
& &
Sg=0 och Vqg=0. (42)

0,

Om vi satter termema av sgpnman & q i den reducerade formerre*®,
9 represenerar vektorsumman Vg en sluten polygon, vars sidor utgers
av summanden [jfr Nr. 4.]. Ur mekanisk synpunkt betyder summan g,
att sumngan av skalaren Sq represemnerade mekaniska arbetet ar noll, och
summan V q= 0, att de av vektorernaV grepresemerarade vridmomenen
ar i jamnvikt, ga snart sam linjara momert bildar en sluten polygon [jfr Nr.
24].

/

7 Interpretation av produkten av tre eller Rer
vektorer

7.1

Lat 1,2, 3 vara vektorer med den gemensamma nollpunkteéd [Fig. 2], och
A 15, Az vinklarna 101, 203, raknade efter ordningen hos indices; vidare
l@ter vi tq,, ty3 vara erhetsaxlar vinkelrata mot planenresp vinkel A 15, A 13,
och A, den vinkelt;,0t,3, san, eftersan denliggeri ett plan vinkelrat mot
2, ar lika vinkeln mellan av vinklarna A 1> och A 3 Demna vinkel skall raknas
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positiv i envridning i en positiv vridnings mening kring vektorn 2 san axel.
En analog betedning skall galla fer ett godtyckligt antal vektorer. Déa erhaller
vi enligt (48), daaz = i" + j# + k" och axelsystemetsifk ) ar ga vald, att i
ligger langs 1 samt att A 1, ligger i planet (j ) sa att feljaktligenii,k:

123 = {! T;T,Cc08A 1, + KT ToSinA 1} (i" + j# + k9.

Om samma vektorer uttrycks i ett godtyckligt axelsystemi(j 1k;), allt sa
enligt (48)

' ol
123 1 (XaXo+ YiYo+ 21Z) + 1 Y1 Yo (I1X3+ J1Ys + KiZg),
1 41 Zp

92 maste enligt fundamenalsatsen(36) de i (61) och (62) erhallna multipli-
kationsresutaten vara iderntiska och feljaktligen

11 X1 X2
S123=! T12sinAp" =1 #1 Y1 Y2
1 41 Zp

Men T1T2sinA 1,", framstaller bortset fran tedken, volumen av paral-
lellepipeden konstruerad av vektorema a;, 2 och 3 san kanter; allt $a maste
ockga determinanteni (63) represemera numeriskt samma volym.

7.2

Enligt den i Nr 21 utvecklade distributiva lagen har vi identiteten
23 +a321 = a(23)! (azl +12) +3(ay2 + axay), (42)
vilken enligt (17) kan skrivas s

V @23 = 1S23! 1S31+3S12 (43)

Omvi i (64) uttrycker vektoremaay, 2, 3 i axelsystemenijk ) och (i4j jk;)
med de i (61) och (62) brukade koordinatema, sa ar det latt att inse, att
vektordelarna i dessaformler blir idertiska med vektoruttrycket i (64).

Man ber obsewnera att enigt (64), emedan
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Va&23 = Va(S23+V23) = 1523+ V(1V &3), (44)
(65)
att
V(a,V23) = 3512 + 2531, (45)

en formel, sam ofta kommer att anvandas,

]
Satter vi i (64)

T1=T2=T3=1, (46)

och kvadrerar dema ekvation, sp erhalles enligt de i Nr. 32. givha be-
tekningarna, da vi beaktar, att enligt (11) T1T2T3 = S?123, felnande
valbekanta formel:

1! co2 A,! cog A, cof Ag+2 COSA 15 COSA 3 COSA 3; = Sin A 1, SinA 4 SINA , = etc.

(47)
Andra trigonometriska formler kan pa analogt satt erhallasi obegansad
mangd [jfr Tait [20].]

7.3

Lat a, 2,...r vara enhetsvektorer med en gemensam nollpun®[Fig. 3], da
erhaller vi meddenassaiativa lagenoch medhjalp av (22) feljandeidertit et:

1 r r 4
r(e! r "rt 1

Demaformel kan vi enligt (52) ockga skriva, om vi utnyttjar betedningen
(tA), etc. som identiskt medt;,A1, etc slunda

, 32
agi=1

(A1 30t -1 3 4 )22 é_et(A)lz’

dar salunda vinklarna A1, Az, ... A 1y, @A
i ordning utger sidorna i ebn sluten sfarisk polynom.
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Om vi sanderdelar faktorema [eller versarema] i demna formel enigt (54),
€ att man satter et®12 = cosA 5, t1, SiNA 1, 0sv, och utfer secan multipli-
kationen, sa erhallesen Nr. 13. tvia ekvationer, den ena mellan skalardelarna,
den andra mellan vektordelarna, vilken serare, om vi t. ex. enligt (5) satter

I = 1 coslyp + ) cosmy, + kcosngo, (48)

senderfaller i tre seprata ekvationer. Formeln (67) med sina mejliga ut-
veklingar innerhaller, sam vi latt inser, hela teain fer sfariska polygon.
Vidare far man obsewera, att formel (67) innehaller den fullstandiga lesning
pa uppgiften att Pnna multiplikationslagarna i olika plan [jfr Nr. 30.]

]
Som ett specidfall av formel (67) ern@ller man formeln fer den sfariska
triangeln
etA)12 ga(tA)2s 4atA)22 = 1 (49)
eller, om man multiplicerar pa bagge sidor med e3> 1':
gtA)s 4atA) — egt?;A)_
Dema ekvation senderfaller i feljande, om vi beaktar, att iy, iz =

I cosA, +2sin A, och feljaktligeni,, ai;, = ! cosA,! 2sinA,, [jfr (48)]:

CosA 12 COSA 3! SinAp! CcosA, = ! COA 13 (50)

labelseitseksmmendukst;s ! SINA 12 COSA 53! SINA3C0SA 15! 2SINA 15 SINA 3 SINAL Tt Si

Om vi sam ovan satter ty, = cosly, + jcosm;, + kcosn, och fer enhets-
vektorema iy, 2, t13 analoga uttryck, sa erhalles ur ekvationen (71) treme
olika ekvationer med axelsystemet fer projektionema i axelsysenet (ijk ).

Eftersan ekvationen (69 )vidare kan transfameras i likhetema

e(tA )23 e(tA )12 e(tA)Zl (52)
och

"Man ber obsewera, att Az; = ! A3 [jfr. Nr. 32.], i det att t3; ber ansesiderntisk med
ti3
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e(tA)12 o(tA )22 4a(tA )13 (53)

dga Pnner man tva nya med (70) och (71) analoga formelgrupper, sa att vi
tillsammans erhaller tolv formler fer den sfariska triangel under betraktelse.

Harav framgar, vilken rikedom av utvedlingar fer sfariken ar innefhéllen
i dema metod,

]

Vi vill nu belysadeni 3.12 givna assaiativa lagen genom en geametrisk
tolkning.
L&t ossfer detta andam@al betedkna enligt Nr. 35 med

e(tA)2 ’ a(tA)22 ’ a(tA )24 (54)
tre versaer ¢a galler det att geametriskt tolka idertiteten
e(tA )z [e(tA )23 , g(tA)12 1=1 e(tA )24 o(tA )23 ]e(tA )2 (55)

Har vi allt & tremne storcirklar ett klot med enhetsradie, pa vilken ligger
tre bagar A 12, A2z, Azs enligt tedkningeni Fig. 4, ga kan man enligt Nr. 28
ferskjuta dessabagar langs sina cirklar, 9 att varje par av tvia bagar bildar
ensfarisk triangel; da har vi att kombinera dema triangelstrede sida medde
evriga bagarna. Lat denfersta kombinationenav versaema vara et )zze*)12
vilka ger e® )12 och sledes biger 13 sam dentrede sidan, av vilka tvé sidor
ar A, och A,z Dema trede sida ber genom ferskjutningar i sin storcirkel
kombinerad med de evriga bagen A 34 och séledes har VviA 14, sam dentrede
sidan i en ny sfarisk triangel, av vilken tva sidor ar A, och A,3; dema
sfariska triangel svarar allt & mot det analytiska uttrycket

(56
e(tA>34e<rA>1s:e“’”“( )

sam ar idertisk med vanstra sidan av formel (73). Ett analogt ferfarande'®
ger farst konstruktionen av uttrycket

e(tA )24 e(tA )12 = e(tA )14 , (57)

san alltsa ar identisk med hegra sidan av formel (73). De efter dessa
tva ferfarandeb erh@dllna tva bagarna, san betedknas med A 14, maste alltsa

8Dei detta farfarande anvanda bagarna ar i bguren ritade med dubbla stred.
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enligt deni (73) anvanda assaiativa lagen vara idertiska'®, dvs de maste
ligga pa sanma storcirkel samt vara lika stora och riktade i samma mening.
Samma konstruktion kan utvidgas till en produkt av ett godtyckligt antal
vektorer.

]

Fer att framlagga den geanetriska betydelsenav deni Nr. 6 givna lagen
far det konjugerade till en produkt av kvatemer, behever man bara everfera
formel (69) pa feljande form:

etA )2 g(tA)se — (tA)s2 o (58)

Demna likhet, vars geametriska betydelse framtrader omedelbart enligt
Fig. 3, kan enligt (53) skrivas sa:

Ke®)zkga(A)s = {e(tA)zs e(tA)lZ}; (59)

och motsvarande fer ett godtyckligt antal versarer. Tensaenas varden ar
fer demna lag naturligtvis helt likgiltiga.

7.4

Vi underseker nu ett uttryck av sarskilt intresse.Betrakta i planet (ij ) av
ett axelsystem (ijk ) vektorn

PlcosA + j sinA) = TPcosA + ksinA)i = T*A &i; (60); det undersekta
uttrycker ar déa 9.V ierh@lleromedelbartf eljandelikhet :

OGC+A i = Ticos@+ A)+ j sin(&+ A)], (61)

dvs envektor roterasisittplankringenvinkel& , nar enversa trader fram
framfer den sam en faktor, vars vinkel ar & och vars axel star lodratr mot
det ifrédgvarabde planet.

Pa samma satt kan viu undesska uttryvket

| axelsystemet (ijk) lat vidarevaraenkvatem g = w+ ix + jy + kz; produkten
e®qe *® plir da
w+ ek2&(ix + jy)e ¢ + kz (65)

19Det geametriska beviset av denna idertitet tjanar hosH amiltonoch T ait san
bevis far kvatemernaS assciativa lag.
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eller enligt (77)
w+ &@ix + jy} + kz (66)

och darmed har vi idertiteten:

&= w+ ®Vix + jytkz = q, (67)

dvsuttrycket €ge k® betyder en kvaterng,, med vilken kvaterneng kom-
mer att vara idertisk. nar demas axel Ax.q roteras envinkele 2&kring axeln
K.
kommerdaattvaratredjesidanavensf arisktriangel, avvilkatv @sidorar- och
g
Dentrede sidan, i demasstorcirkel ferskjuten[Nr. 28.] och medkombinerad, gerigenferut
e<thge K sam trede sida i en ny sfarisk triangel, som ar lika densamma;
bagarna q och p ar allt g lika, men axeln Ax.q méaste roteras kring axelnk
en vinkel Z erattbliidentiskmedaxeln Ax.q;.

]
Om vi satter p= re', dar allt A Tp= r, ochAx,p=k ,
g kan vi, enar enligt (59), p * = r" e, skriva uttrycket (78) sa:

pgp * = ql (68)

| dermna formel betyder allt 9 g, en kvatern, med vilken kvaterneng kom-
mer att vara idertiskl, om dessaxel AX, Q roteras om axelnAx.p envinkel
2p.

Som specidfall av formel (70) erhalles formeln

01 = +1, (69)

dar och+och feljaktlgen ocksa +; ar vektorer. Om vi enligt (56) betrak-
tar dessavekiorer sam kvadrantiska versurer, $a betyder allt & +; en vektor
[Fig. 6], med vilken vektorn + kommer att vara idertisk, om den roteras
vinkeln) kring vektorn somaxel.

Om man i formel (80) setter O = ! +, s kan Och +, betraktas san den
infallande och rel¥ekterade stralen mot enyta, varsnormal ar .Beaktarvi, att ,
0 och +; kan uttryckas i ett godtyckligt axelsystem, sa faller betydelsenav
formel (80) fer det refektierande ljuseti agonen.



7.6

Under utnyttjande av dei (69) givha betedkningarna fer vinklarna erhalles
enligt (78) den geametriska betydelsenav idertit eten

elif)2zs = aiA)12 qe" (iA)12 o' (IA)2s = (iA)13 qe" (iA)1z — pl (70)

pa fellande satt:

Om vi roterar axeln av enkvatem Ax.q ferst envinkel 2A 1, om axelniy,
och sedan en vinkel 2,3 om axelni,s3, S ar laget av axeln Ax.q efter dessa
tva rotationer idertiskt samma, sanm om den om en vinkel 2A ;3 kring den
trede sidan av en sfarisk triangel, av vilken tvé sidor ar A1, och A »3.%°

e(tA)31 ée(tA)23 &t(A)12 (72)

Formel (81) erhaller omedelbart sin geametriska ferklaring ur Fig. 7, var
fere och efter de tvia fersta vridningarna [2A 12], 2A ;3] av vinkeln g genom
fullt utskrivna stred,¢motsvarande Rera vridningar.

| analogi med (79) kan formel (81) skrivas, & om p; och p betyder kva-
temer, vilkas versaer ar resp el och els:

begnecuation p;pgp *p, ' = &

och motsvarande fer ett godtyckligt antal faktorer.

7.7

Om vi vill seanderagga envekior 4 efterriktningarna efter de givna vektorema
1, 2, 3, ga erhalles omedelbart enligt (17) och Nr. 21. idertiteten:

1S23 = 1Sa3a, ! 2S34a; + a3S34a,2, (73)

om vi be&ktar, att skalarens stallning sam faktor ar likgiktig,

20Ett uttryck 5. o
1,:,3,1,2.1
(3D, (72)
dar 1, 2 och 3 ar enhetsvektorer, sam ockda kan
eH(tA)a gob(A)ed

(tA)12
1

har i sfariken en markvardig betydelse[jfr Tait [20]], sid 58].
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Menom vi vill sanderagga envektor 4 genom de genom detrevekiorema
V12,V 23,V 3l angivna riktningarna [jfr. (25)], sa uppkomer pa sanma satt
eller enligt en av Tait?! angiven harledninag feljande idertitet:

a,S123 =V 1a,S34 + V2a;Sa,1 + V31S24. (74)

Analoga idertit eter med fyra eller fem vektorer kan ernallasi obegansad
mamgd enligt dei (17) och Nr. 21. givna lagarna.

8 Transform ation till nya axelsystem och nya
nollpunkter

8.1

Vi vill nu transformera en vektor + = ix + jy + kz uttryckt i axelsystemet
(ijk ) till ett nytt axelsystemet (i1j 1k1) med samma nollpunktO och med
axeln k = k; [Fig. 8]. Lat osstill detta andam@l vinkelni;Oi = K, fran den
nya axeln i, raknat efter den gamla axeln, & erhdlles omedelbart enligt (78),
da

+= 01X1 + Jayr + KeZ (75)

ar vardet av +i ett nytt axelsystem (iqj .k : 1):

+ = ezkKg KK, (76)

dar, i stallet fer rotationen[= K] av vektorn + kring axelnk, axelsystemet
(ijk ) sjalv i det nya laget (ijk) roteras kring axelnk = k; vinkeln K = i,0i,
da raknas fran den nya axeln | till den gamla axelni.

Emedan enligt (78)

ezkK 4@ 2KK = &K(jx + jy) + kz = (cosK + ksinK)(ix + jy) + kz, (77)

da erhdller vi, efter utferande av multiplikationen och ersattning av ax-
larnai, j, k i resultatet av i, j1, ki, feljande valbekanta formler:

21120], pag 45.
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D

X; = xcosK ! ysinK,
N = xsinK + ycosK,
Z, = Z.

8.2

Om vi satter bada av ekvationen (86) €' 2¥K och ezK resp fere och efter, s
fas ekvationen

2* X; = xcosK ! ysinK,
L) = xsinK + ycosK,
Z, = Z.

varigenom alltsa +;, uttryckt i axelystemet (ij1k;), blir transfamerad
till det nya axelystemet (ijk ).

8.3

Om vi i (85) har transformerat vektorn + till ett nytt axelystemet (ij 2k)
och satteraxelni, = i; ochj,0j : 1 =14, sAerhdller vi,om +, = )Xo+ oy, +
k,z, beteknat vardet av +; efter dema transfarmation, feljande formel:

T A SO SRE DOSAE T (1))
+2 = ez(l l)e2 +e 2 el 2 ,

dar vi skrivit (il ), i stallet fer i1l [jfr Nr. 35.].

Pa samma satt later sig transfaomationen till nya axelsystem utferas till
godtyckligt méanga axelsytem, varvid man alltid maste obsewera, att nar en
av axlarnais, |3, ks roteras t.ex. till i3, ga raknas rotationsvinkeln av j ¢4 till
js osvi cyklisk feljd. En transfamation av speciellt intressear feljande, om
man satter +3 = i3Xx+ j3, Y3 + Ksza:

4y = @b KKDgdiighkK 1 g %kKe; %(il)e" L(kK),
om man utfer densamma ger den valbekanta Eulerska koordinattransfor-
mationen.
Till formlerna (88) och (89) har vi att anmarks, att deni Nr. 42, behand-
lade reduktionen av versaema ocksa kan anvandas pa dem.
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8.4

En vektor + transformeras till en ny nollpunkt genomj ekvationen

P=1++

dar vektorema P och! far raknas fran den nya nollpunkten. Om de
tre vektorema P, ! och + ar uttryckta i samma??> axelsystem {jk ), €a fas
formelsystemet;

2kX = a+ X,
Y =b+y,
+Z =c+ z.

Dessatvia transfarmationer. 1) till en nytt axelsystem och 2) till en ny
nollpunkt, kan kombineras pa olika satt och blir genom anvandndrg av den
distributiva lagen fullstandigt utferda; harmed ar den allmanna lesningen
av problemet med koordinattransfamationen i den Cartesislka geametrin
@atgardad.

8.5

Som enanmarkningsvard anvandning av de har utvedlade formlerna ernalles
de astronomiska koordinattransfarmationema. Lat osssatt i tex (88)

I = isin A cosh+ j cosA + j cosA cosh + ksin h, (78)
+, = i,c0os! cos* + j,sin! cos* + k; sin* (79)
k = axeln mot vastpunkten, (80)
1
K=1()!-), (81)
2
i, = ! polaxeln (82)

22vi far har att obsewvear, att axelsysten med likriktade axlar far betraktas sam iden-
tiska.
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Figur 3: Fig. 2

Figur 4: Fig. 3

;= &! %). (83)

[A, h, !, * - och* beteknar resp azimut, hejd, rectascersion, dekina-
tion, polhejd och stjarntid], ¢a erh@ller vi, utan att ha anvant dem sfariska
triangeln, de bekanta relaonema mellan de namnda storhetema; osv.

U p sal a, Novenber 1876
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