| nledande kombinatorik LCB 2001
Ersétter Grimaldi 1.1-1.4, 3.1 (delvis)

1 Additions- och multiplikationsprinciperna

Kombinatorik handlar om konsten att rakna antalet av saker och ting. Hur manga ganger
genomldpes en viss slinga i ett program? Hur manga alternativ star till buds for att utféra
en viss operation? Hur manga kodord &r méjliga vid en viss konstruktion av en kod? Hur
manga ganger upptrader monstret 0010 i en viss lang sekvens av 0 och 1. Inom diskret
sannolikhetslara finns manga kombinatoriska problem.

Lasaren bor ha tillampningar av detta slag i minnet i fortsattningen. De flesta exempel
kommer ndmligen att handla om betydligt mer vardagliga och skenbart ganska meningslo-
sa problem (val av fargade eller numrerade kulor, arrangemang av bokstéver, . ..). Sadana
problem ar enkla att formulera och forsta, och ar darfor lampliga da det galler att tydlig-
gora de férekommande principerna.

Ibland kan man fa intryck av att det mest galler att vara listig da man ska losa kom-
binatoriska problem. Det finns emellertid systematiska metoder som kan ersatta en stor
del av listigheten. De mest elementdra av dessa diskuteras i detta kapitel, medan mer
avancerade metoder kommer senare.

Vi borjar med de s.k. additions- och multiplikationsprinciperna.

1.1 Additionsprincipen

Antag att vi har mojlighet att vélja mellan tva “objekt” A och B, dar A forekommer i n
varianter och B i m varianter. Om vi ska vilja en av A och B, hur manga varianter har vi
da att valja mellan?

Svaret &r naturligtvis sjalvklart:

Antalet sétt att vélja mellan n varianter av A och m varianter av B 4rn-+m.

Det ar detta som kallas additionsprincipen. Den kan direkt generaliseras till fler &n tva
objekt A, B,C, ... .

I tillampningarna anvéands additionsprincipen ofta for att “dela upp i fall””; till exempel
kan man var for sig studera effekterna av olika utfall av ett visst experiment. Exempel
kommer strax (exempel ?? och ?? nedan).

1.2 Multiplikationsprincipen

Vi vill nu vélja forst en av varianterna av A och darefter en av varianterna av B. Hur manga
alternativ har vi da totalt? Svaret ges av multiplikationsprincipen:

Antalet sétt att vélja forst en av n varianter av A och dérefter en av m varianter
av B arnm.

Aven hir kan man naturligt generalisera till fler 4n tva objekt.
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Exempel 1. Lt M beteckna en mangd med 10 element. Hur manga delmangder finns det
tillM?

Losning: En delméangd M’ till M kan bildas genom att man gar igenom alla element i
M, ett i taget, och beslutar huruvida det skall inga i M’ eller ej. For varje element i M har
man alltsa 2 alternativ (tillnor/tillnor inte), och ett val ska goras for vart och ett av de 10
elementen. Det totala antalet mojligheter blir

2.2.2.....2=210

Antalet delmangder till M &r allts& 21°,
| det allménna fallet dd mangden har n element finns det naturligtvis 2" méjligheter.
O

Exempel 2. Additions- och multiplikationsprinciperna kan ofta kombineras. | en enkel
implementation av programspraket BASIC pa 1970-talet utgjordes en identifierare av en
bokstav (A-Z, 26 st.) eller en bokstav foljd av en siffra (10 st.). Hur manga identifierare
fanns det totalt?

Losning: For att 10sa uppgiften delar vi upp i fall. Betrakta forst identifierare som bara
utgores av en bokstav. Sadana finns det tydligen 26 stycken. Betrakta sedan de identifie-
rare som bestar av en bokstav foljd av en siffra. Enligt multiplikationsprincipen finns det
26 - 10 sadana. Av additionsprincipen féljer att det totala antalet identifierare &r

2642610 = 286.

O

Exempel 3. Hur manga rakneoperationer (addition och multiplikation) maste utféras nar
man pa normalt satt multiplicerar tva n x n-matriser?

Lésning: De n? elementen i produktmatrisen beréknas var for sig, s& vi kan betrakta ett
element i taget och sedan addera resultaten. Av symmetriskal innebar det att rakna pa ett
fall och sedan multiplicera med n2.

Berakning av ett element i matrisprodukten gar ut pa att ta skalarprodukten mellan en
rad i den forsta faktorn och en kolonn i den andra:

b1

; b, ; _
a; az --- an . =1 : aiby+...+anbn

bn

Hér kravs tydligen att man forst utfor n multiplikationer ajb;. Dérefter skall resultaten
adderas. Man adderar tva tal i taget, och totalt kravs darfor n—1 additioner. Sammanlagt
kraver varje matriselement n+ (n—1) = 2n — 1 rakneoperationer.

Totalt kraver multiplikationen av tva matriser saledes

n?(2n—1) = 2n®—n?

rékneoperationer. O
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Anmaérkning. Resultatet innebér att antalet rakneoperationer dividerat med n2 &r en be-
gransad funktion av n for n stort; detta brukar uttryckas sé att antalet operationer ar O(n3)
for stora n.

Det finns faktiskt numeriskt effektivare satt att multiplicera matriser an det ovan be-
skrivna. Ett beromt resultat av Strassen (1968) sager att det &r mojligt att multiplicera tva

nx n-matriser med anvéindning av endast O(n’197) rikneoperationer (2log7 ~ 2.81).
Fler exempel kommer langre fram.

Vi ska i fortsattningen studera olika varianter att fran n stycken olika objekt (till ex-
empel kulor med olika méarkning) vélja ut r stycken. Sadana urval kan ske pa olika sétt,
och i tillampningarna ar det viktigt att man gor klart for sig pa vilket satt det sker. Ibland
ar upprepning tillaten, dvs. samma kula kan valjas mer &n en gang. Sa ar fallet om man
tillampar aterlaggning: resultatet av ett val noteras, varefter den valda kulan laggs tillbaka
och kan viljas igen. Samma situation uppstar om man har tillgang till ett obegréansat antal
av varje objekt.

Man maste ocksa gora klart for sig om hansyn ska tas till den ordning i vilken kulorna
valjes, eller om det bara ar slutresultatet som raknas.

En tillampning av multiplikationsprincipen visar att vi har 2 -2 = 4 olika urvalssitua-
tioner att studera. Vi behandlar dem var for sig nedan.



2 Urval med hansyn till ordning. Permutationer

2.1 Upprepning tillaten

Vi vill vélja ut r objekt fran n stycken olika, och vi tillater upprepning, dvs. varje objekt
kan véljas mer &n en gang. Vid vart och ett av de r valen har vi tydligen n alternativ. Detta
ar precis situationen i multiplikationsprincipen; totalt finns det

n-n-...-Nn=n

olika utfall (se exempel ??).

2.2 Ingen upprepning

Nar upprepning inte tillats minskar antalet alternativ efter hand som urvalet fortskrider.
For det totala antalet utfall ger nu multiplikationsprincipen svaret

(1) n-(n—1)-(n—2)- ... - (n—r+1).

For att kunna fortsatta diskussionen behdver vi lite terminologi och beteckningar.

DEFINITION 1. Varje uppstéllning av ett antal olika objekt i ndgon ordning kallas en
permutation av dessa.

Om inte alla objekten ar olika talar vi i stallet om ett arrangemang av dem. Viktigt ar att
hansyn tas till den ordning i vilken objekten stélls upp.

En permutation kan tydligen konstrueras genom att successivt vélja ut objekten som
ska sta pa plats 1, pa plats 2, pa plats 3, osv. Antalet permutationer av n objekt far vi
genom att véalja r = n i (??), och &r lika med

n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1.

For detta tal infor vi beteckningen
nt,

vilken utlases n-fakultet. Definitionsméssigt ar alltsd n! produkten av alla positiva heltal
fran n och nedat. Till exempel ar 4! =4.3.2.1 =24,

For att vissa formler langre fram ska ge ratt resultat &ven i en del undantagsfall &r det
bekvamt att ocksa definiera 0! = 1.

Formeln (??) ovan for antalet satt att vélja r objekt fran n med hansyn till ordningen
kan skrivas med fakultetsbeteckningar:

n-(n—1)-(n=2)- ... -(n—r+1) = n-(n—1)- ...(r-]glr—)!l’—{—l)-(n—l’)! _ (ni!r)!.

Ibland anvandes symbolen P(n, r) for detta tal. Lasaren kan sjalv verifiera att P(n,n) =nl,
som sig bor.
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Vi sammanfattar:

Antalet permutationer av r objekt utvalda bland n olika &r

P(n,r) =

(n=r)!”

Exempel 4.
a) Antalet permutationer av de 7 bokstaverna i BLAGRON &r 7!.
b) Antalet permutationer av 4 bokstéver utvalda bland dessa 7 &r

7 7-6-5-4-3-2.1

= =7.6-5-4=840.
(7—4)! 3.2-1

c¢) Om vi tillater upprepning vid urvalet &r det inte langre fraga om permutationer. Hur
langa sviter som helst kan da forekomma, exempelvis BBBB...B. Till exempel ar antalet
sviter av langd 14 lika med

7-7-...-7=7%

O

Anmarkning. Det dr inte meningen att man ska ldra sig formlerna ovan utantill. Vid varje
tillfalle aterfor man sig i stallet direkt pa multiplikationsprincipen, sa som harledningen
av formlerna gick till. Till exempel far man i b) direkt resultatet 7-6-5- 4 = 840.

Vi ska nu se pa nagra exempel dar viss upprepning forekommer.

Exempel 5. Betrakta alla mojliga arrangemang av de fyra bokstéaverna i BALL . Har har vi
tillgang till de tre bokstaverna B, A och L, med kravet att L skall forekomma tva ganger.
Om vi forser dessa L med olika index, L1 och Ly, sa har vi den tidigare situationen med
permutationer av fyra symboler. Antalet sddana ar 4! = 24. (Ovning: Skriv upp dem.?)

Tar vi nu bort indexen kommer varje arrangemang att upptrada tva ganger; till exempel
leder bade L1ABL, och L,ABL till LABL. Antalet olika arrangemang ar saledes

41

12.
2

Lagg marke till att vad som egentligen star i ndmnaren har ar 2!, antalet permutationer
av tva symboler L, och Ly. Antalet arrangemang av de fem symbolerna i BALLL ar lika

med 2 (=20 O
e 5(_ ).

Exempel 6.

a) Vi studerar samma problem som i exempel ?? for bokstaverna i MASSASAUGA. Anta-
let bokstaver ar 10, och hade de varit olika skulle det funnits 10! permutationer av dem.
Nu finns emellertid 4 stycken A. Dessa kan permuteras inbordes pa 4! sétt, vilka alla ger

IListan finns i Grimaldi, i 4:e upplagan p4 sidan 8.
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upphov till samma arrangemang. Vi maste alltsa dividera med 4!. Vidare finns det tre styc-
ken S, vilka pa samma satt ger upphov till en faktor 3! i ndmnaren. Antalet arrangemang
ar alltsa 101

2) TR

b) Vi staller nu fragan: hur manga arrangemang av bokstaverna ovan finns det i vilka alla
A star intill varandra?

FoOr att 16sa detta problem behandlar vi alla A som en enhet; vi limmar ihop bokstéa-
verna till en symbol AAA. De symboler vi har att arrangera ar alltsa

M S S S U G AAA

Antalet symboler &r 7, varav 3 stycken S &r lika. Med samma slags resonemang som ovan
finner vi att antalet arrangemang ar

7!
ﬁ.
Ett alternativt satt att tdnka ar att studera arrangemang av de sju symbolerna M S S S
U G A. | varje sadant satter man in de tva aterstaende A:na intill det befintliga. 0

Anmarkning. For tydlighets skull skriver man ibland resultatet i (??) pa formen

10!
4131111111

med en faktor 1! i nd&mnaren for var och en av symbolerna M, G och U, vilka férekommer
precis en gang. Ett uttryck av detta slag har den allméanna formen

n!

_ dar ni+na+...+n=n
nyny! ... n.!’ o

och nj > 0 for alla i. Detta kallas en multinomialkoefficient. Vi kommer att diskutera sa-
dana mer senare.

Exempel 7. Visa att
(2n)!
2n

ar ett heltal.

Losning: Vi ska ge ett sa kallat kombinatoriskt bevis, alltsa ett bevis dar man raknar
nagot. | detta fall rdknar vi antalet arrangemang av de 2n symbolerna

AL AL A Ar ... A An

vilka &r parvis lika. Med resonemang som tidigare &r antalet arrangemang lika med (2n)!
dividerat med n stycken faktorer 2!, alltsa

(2n)!
2n -

Eftersom detta tal ar svaret pa en fraga "hur manga” maste det vara ett heltal. O

For fler exempel se Grimaldi.



3 Urval utan hansyn till ordning och utan
upprepning. Kombinationer

DEFINITION 2. En kombination av r objekt utvalda fran n (olika) ar ett urval dér ingen
hénsyn tas till ordningsféljden, och dér upprepning inte ar tillaten.

Man kan uppfatta det sa att i en kombination valjes alla r objekten samtidigt, och inte ett
och ett.

Antag att antalet kombinationer av r objekt valda fran n stycken ar x. Om vi efter
att ha valt ut en kombination sorterar dess element i en bestamd ordning har vi fatt en
permutation av de r objekten. Eftersom antalet permutationer av r objekt ar r! féljer av
multiplikationsprincipen att antalet permutatationer av r objekt fran n ar x-r!. Men vi har
ju redan ett annat uttryck for detta antal i P(n, r) ovan. Saledes far vi

n! n!

— X=

X-rt= (n—r)! (n—r)trl”

Detta tal kallar vi en binomialkoefficient, och betecknar det (?) Begreppet ar sa viktigt
att vi gor en formell definition.

DEFINITION 3. Med binomialkoefficienten (?) menas talet

(7)==

Definitionen fungerar &vendar =nochr =0:

(- ()

] 0 - n 0 0 I - I - -
Dar < 0 och dar > n tolkar vi } som 0. Pa sa satt kommer vissa formler for binomi-

alkoefficienter som vi skall studera senare att fungera aven i sadana fall.
Vart kombinatoriska resultat ovan kan nu formuleras:

Antalet sétt att vélja ut r objekt fran n utan hansyn till ordning och utan repe-

tition ar
n
f):

ny n! _n.(n_l)!_
<1) (=111 (n—1)! =n.

Detta stammer med den kombinatoriska tolkningen; antalet satt att valja 1 objekt fran n
ar ju precis n.

Exempel 8. Vi har att

0 " C . n
Pa motsvarande sétt (eller av symmetriskél, se sats ?? nedan) ar (n 1) =n. a
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Exempel 9.

a) En student skall vid en tentamen besvara 7 av 10 fragor. P4 hur manga satt kan hon
valja ut dessa?

Har saknar ordningsfoljden uppenbarligen betydelse. Antalet satt att vélja ut de sju
fragorna ar alltsa

= 120.

10\ 10! 10-9-8-7! 10-9-8
7) 3m 3y 3.2-1
b) Antag att fragorna ar uppdelade i tva grupper om fem. Exakt tre fragor fran den forsta

gruppen skall besvaras, och darmed fyra fran den andra. Enligt multiplikationsprincipen
ar antalet urvalsmojligheter da

5 5\ 5! 5! 5.4 5_50
3 4) 2131 1141 2 1 77

¢) Antag, med samma uppdelning av fragorna, att minst tre fragor fran den forsta gruppen
skall besvaras. Vi delar da upp i fallen exakt 3, exakt 4, exakt 5 fragor fran denna grupp
och anvander additionsprincipen. Antalet mojligheter blir

56 () ()+() () -es0em-s

Exempel 10. Antalet arrangemang av bokstaverna i WOOLLOOMOOLOO (13 boksta-
ver, varav 8 st. A, och 3st. L) ar

|

13!
8131111!
det vet vi med metoden i exempel ?? ovan. Vi fragar nu efter antalet sddana arrangemang
utan nagra konsekutiva L (dvs. det far inte finnas nagra L intill varandra).

For att 16sa detta problem tar vi forst bort de tre L :en och studerar arrangemangen av
de 6vriga bokstaverna

) ) @) ) @) ) O @) w M.

(= 25740),

Antalet sddana ar, med samma teknik som innan,

00

CIETET
For varje sadant arrangemang satter vi in tre stycken L i de olika mellanrummen mellan
bokstaverna. Pa detta satt far vi alla arrangemang dar inga L stér intill varandra. Aven

ytterplatserna ska betraktas som mellanrum hér, sa antalet sadana ar 11 (tio bokstéaver).
Antalet satt att valja ut de tre mellanrum dér L ska placeras ar

10 10!
< 3 ) =231 = 165.
Observera att ordningen ar ovasentlig vid detta urval.

Enligt multiplikationsprincipen ar nu det sdkta antalet arrangemang lika med 90 - 165 = 14 850.
O




9. URVAL UIAIN FMAINOSTIN TTLL URUINIING ULl UIAIN UFFREFINTING J

Ibland kan kombinatoriska problem I6sas pa mer an ett satt. | sjalva verket kan det
ofta vara en fordel om man kan finna mer &n en I6sning pa ett kombinatoriskt problem,
eftersom man da far en bekréftelse pa att man tankt rétt.

Exempel 11. Man vill dela in 36 personer i 4 lika stora grupper. Pa hur manga satt kan
det ske?

Losning: Kalla grupperna A, B, C, D. Forst véljer vi ut grupp A. Detta kan ske pa (36;2
satt (ordningsfoljden &r ointressant). Nu aterstar 27 personer. Fran dessa valjer vi gru

B, vilket kan ske pa (27> satt. Fran de aterstadende 18 personerna kan grupp C viljas pa

(182 satt. Resten utgor grupp D, som alltsa kan valjas pa C}) = 1 sitt.
nligt multiplikationsprincipen blir det totala antalet mojHgheter

36 27 18 9y 36! 27t 181 9 36!
9 9 9 9/ 27'9! 18!19! 919l 919l  9IQIglQl”

Det forenklade svaret ger en antydan om att det finns ett annat satt att tdnka.

Alternativ I16sning: Man kan ténka sig att urvalet sker genom att de 36 personerna star pa
rad, och man forser var och en med en klisterlapp pa vilken det star A, B, C eller D. Ett
visst urval kan alltsa beskrivas som ett arrangemang av 9 stycken vardera av dessa fyra
bokstaver. Problemet &r alltsa hur manga arrangemang det finns av symbolerna

AA ... ABB .. BCC .. CDD .. D,

dar varje bokstav forekommer nio ganger. Detta slags fraga har vi besvarat flera ganger
redan; svaret ar en multinomialkoefficient

36!
glorolgr’
O

Binomialkoefficienter ar viktiga, och vi ska diskutera deras egenskaper utforligt om
ett litet tag; bland annat ska vi forklara var namnet kommer ifran. Vi avslutar detta avsnitt
med en tillampning fran kodningsteori.

Exempel 12. Inom kodningsteori studerar man metoder att Overfora information mellan
tva kontrahenter, en sandare och en mottagare. Transmissionen sker via en kanal som ar
utsatt for storningar. Man kan inte vara saker pa att det meddelande som nar mottagaren
dverensstammer med det som utgatt fran sandaren. Denna felrisk kan man oftast inte géra
nagot at; kodningsteorin handlar om att finna metoder for mottagaren att upptacka att ett
fel uppstatt, och kanske till och med ge honom mdjlighet att korrigera felet.

stérning

)

sandare » Mmottagare
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Exempel pa den beskrivna situationen ar kommunikationen mellan en dator och en
terminal, eller 6verforingen av en ljudsignal fran en CD-skiva via en forstarkare till lyss-
naren.

Vi antar att alla meddelanden har formen av en binar svit av symbolerna 0 och 1 av
fix langd n (en sa kallad blockkod). Antalet sddana sviter &r 2" (multiplikationsprincipen),
men det dr bara vissa av dessa som ges en mening, representerande en bokstav eller nagot
annat slags tecken. De sviter som ar meningsfulla kallas kodord. Fran sandaren utgar en-
dast sadana. Om ett kodord utsatts for storning under transmissionen kommer mottagaren
att nas av en annan svit an den utsanda. | basta fall erhaller da mottagaren en svit som
inte ar ett kodord. Den har ingen mening, mottagaren inser att ett fel har uppstatt och kan
vidtaga lampliga atgarder (t.ex. begéra repetition av det utsanda kodordet). Men om det
mottagna meddelandet &r ett kodord, annat an det utsanda, har mottagaren ingen mojlig-
het att inse att ett fel har uppstatt. Han har da erhallit ett felaktigt meddelande. Det &r i
forsta hand den sista situationen man vill undvika, men det &r ibland ocksa angelaget att
mottagaren ur det erhallna felaktiga meddelandet sjalv kan rekonstruera felet och pa sa
vis komma fram till det korrekta meddelandet.

Genom ett omsorgsfullt val av de sviter som ska utgéra kodord kan dessa saker astad-
kommas. Utan att ga in pa hur detta gors ska vi har undersoka vad som kan sagas om hur
manga kodord som ar mojliga i nagra olika situationer.

Det ar uppenbart att for ett givet kodord (binar svit) kan vi inte tillata att nadgon av
de sviter man far genom att andra pa en enda plats &r ett kodord. Da skulle ju ett fel i en
enda position vid transmissionen kunna leda till ett nytt kodord, och mottagaren skulle
inte kunna upptacka att ett fel uppstatt. Om exempelvis 01001 &r ett kodord (n = 5) &r
foljande sviter inte tillatna som kodord;

11001, 00001, 01101, 01011,  01000.

Varje kod som konstrueras under iakttagande av denna restriktion kommer att kunna upp-
tacka alla enkelfel (fel i en enda position). Till varje kodord hor det tydligen n stycken
sviter som inte ar tilldtna. A andra sidan férekommer hér viss éverlappning; om i exemp-
let ovan 11000 ocksa ar ett kodord sa leder ett fel i sista positionen till 11001, samma som
den forsta forbjuda sviten ovan. De forbjudna sviterna kan tydligen hora till mer &n ett
kodord.

Om antalet av kodord och tillhérande forbjudna sviter understiger totala antalet sviter,
som ar 2", finns det plats for ytterligare kodord. For det maximala antalet mojliga kodord

X har vi darfor en olikhet
n
X+nx>2" = x>

“n+l
Det &r alltsd mojligt att konstruera en kod som kan upptacka enkelfel innehallande minst
n
2 kodord.
n+1

Antag att vi 6kar ambitionsnivan och vill ha méjlighet att upptécka aven dubbelfel. Da
maste vi lagga kodorden glesare. For varje forekommande kodord maste vi se till att de

sviter som avviker i en position (n stycken, som ovan) och i tva positioner ( 2 stycken)

inte ar kodord. For det maximala antalet méjliga kodord far vi nu olikheten

n
n
x+nx+()x22” = X>——.
2 n(n2_1)+n+1
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Vi andrar nu kraven till att konstruera en kod som kan korrigera enkelfel. For varje
kodord ¢ kravs da att ingen av de sviter (n st.) som avviker i bara en position ocksa har
denna egenskap med avseende pa nagot annat kodord ¢’. Om detta krav tillgodoses, och vi
antar att hogst enkelfel uppstar, kommer mottagaren av det transmitterade ordet, genom
jamforelse med en lista pa forekommande kodord, att kunna sluta sig till vilket kodord
som utgatt fran sandaren.

For det maximala antalet mojliga kodord géller tydligen olikheten

2n

X+nx<2" — x< )
n+1

n

. O
n+1

Antalet kodord kan inte dverstiga

Anmarkning. Hur man verkligen véljer sina kodord i praktiken diskuterar vi inte har.
Bland annat har man kravet att kodning och avkodning ska kunna ske enkelt och snabbt
med hjélp av dator. Detta kraver nagot slags algebraisk struktur hos mangden av kodord.



4  Urval utan hansyn till ordning med repetition tillaten

Det handlar nu om problemet att fran n olika objekt (kulor) vélja ut r stycken, utan hansyn
till ordningen och med upprepning tillaten. Inget utesluter naturligtvis att r > n har. Detta
problem ar det svaraste av de fyra, och vi ska formulera om det pa nagra olika satt innan
vi studerar dess l6sning.

Lat fori=1,...,n talet x; beteckna antalet ganger kula nr i véljes. Da ar

(3) X1+X2+...+Xn=T,

eftersom det totalt véljes r kulor, och naturligtvis &r x; > 0 for alla i. Vart problem ar
tydligen att bestdmma antalet icke-negativa heltalslosningar (x1,X2, ..., Xn) till (??).
Ekvationen (??) upptrader ocksa i samband med ett annat kombinatoriskt problem, ett
s.k. férdelningsproblem. Vi har r stycken identiska objekt och vi vill placera dem i n olika
lador. P& hur manga satt kan detta ske? Om vi har later xj beteckna antalet objekt som
laggs i lada nummer i sa far vi ater (?7?).
Det ar denna sista version av problemet som kommer att ge oss dess 16sning.

SATS 1. Antalet icke-negativa heltalsldsningar (X1,X2, . ..,Xn) till (??) &r

n+r—1
; .
BEvVis. Vi genomfor beviset genom att 16sa fordelningsproblemet ovan. Vi lagger objek-

ten pa rad och placerar in n—1 stycken mellanvaggar for att markera vilka objekt som
hamnar i respektive lada.

lada 1 lda 2 lada 3 e l&da n

Har har vi totalt n+r — 1 objekt, r stycken e och n—1 stycken |, och vi &r intresserade
av antalet satt att arrangera dessa. Detta antal &r lika med

n+r—-1  /n+r-1
ri(n—-1)! r
(se exempel ??). a

Exempel 13. Tolv hallonbatar ska delas ut till fyra barn, Anders, Bertil, Cecilia och Doris.
P4 hur manga sétt kan denna fordelning ske?

Losning: Har har vi fordelningsproblemet ovan, med barnen som ladorna och hallonba-
tarna som kulorna. Antalet sétt att fordela godisbitarna ar saledes enligt sats ??

(8-
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Detta dr problemet med antalet icke-negativa heltalslosningar till
(4) XA +Xg+Xc +Xp = 12,

dar xa betecknar antalet hallonbatar som Anders far, etc. Vi kan ocksa uppfatta fragestall-
ningen som ett urvalsproblem; 12 ganger skall man vélja en av Anders, Bertil, Cecilia,
Doris. Upprepning ér tillaten och ordningen irrelevant. a

Exempel 14. Antag att vi modifierar exempel ?? ovan genom att infora kravet att alla barn
ska fa minst en hallonbat. Hur manga mojligheter finns det da?

Losning: Vi borjar med att ge varje barn en hallonbat. Sedan aterstar 8 stycken, vilka
skall distribueras till de fyra barnen enligt samma regler som forut. Enligt sats ?? blir

antalet mojligheter
4+8-1\ (11
8 - \8)’

Det finns ett annat sétt att hantera problemet, som kan vara lattare att generalisera till
andra situationer. Fragestallningen innebar att vi soker antalet heltalsldsningar till (??)
med Xa, Xg,Xc,Xp > 1. Vi kan aterfora oss pa den tidigare situationen genom att infora
nya obekanta i ekvationen. Satt ya = xa — 1 och likadant for de andra obekanta. | stéllet
for (??) far vi

ya+ys+Yc+yp=12-4=3,

med ya > 0, etc. Vi soker antalet heltalslésningar till denna ekvation; enligt sats ?? &r
svaret (1 T871) = (1 O
8 - \8 )’

Exempel 15. Betrakta foljande avsnitt i ett datorprogram:

a:=0;
for i:= 1 to 25
for j:=1 to i
for k:=1 to j
a:=a+l;

Vilket vérde har variabeln a nar programslingan genomlupits?

Losning: Med start i 0 6kas variabeln a med 1 for varje (i, j,k) med 1 <k < j <i < 25.
Det handlar om ett urval av 3 tal bland 1,...,25, med upprepning och utan hansyn till
ordningen, dvs. om heltalsldsningar till ekvationen

X1+ ...+ Xo5 = 3.

Antalet sadana ar (25+ ,j B 1) = (237> = 2925, som alltsa ar slutvérdet pa a. O



5 Binomialkoefficienter. Binomialsatsen

Vi erinrar om definitionen; binomialkoefficienterna definieras av

n n!
(5) <r>zm, Oﬁrgn.

(For andra heltal r tolkas de som 0.) Binomialkoefficienterna har en kombinatorisk tolk-
ning som vi redan diskuterat: antalet sétt att vélja ut r objekt frin n olika utan repeti-

tion och utan hansyn till ordningen &r (?) Detta kan ocksa formuleras med termer fran

mangdlaran. Att valja ut r objekt fran de n givna innebér ju att man definierar en delméngd
av mangden av de n objekten. Saledes:

antalet delméangder med r element till en mdngd med n element &r (?) :

Speciellt for r = 0 finns (8) = 1 delméngder; den tomma mangden som inte har nagra
element.
Foljande sats sammanfattar nagra viktiga egenskaper hos binomialkoefficienter.

SATs 2. For binomialkoefficienter géller féljande identiteter.

v (1))
v (7)=0) ()

BEvis. Satsen kan naturligtvis bevisas genom att man utnyttjar definitionen (??) och i
fallet b) satter hogra ledet pA gemensam namnare. Lasaren bor genomfora detta bevis
pa egen hand (nyttig 6vning). Vi ska har i stéillet ge ett kombinatoriskt bevis, som &r
instruktivt genom att det ger en forklaring till formlernas utseende. Dérmed blir de lattare
att komma ihag i fortsattningen.

a) Betrakta en mangd M med n element. | vénster led betyder ? antalet delmangder

till M med r element. Men varje gang vi valjer ut en delmangd med r element definierar
vi ocksa en delméngd med n—r element, namligen de som vi lamnat kvar. Darfor finns
det lika manga delmangder med r element som med n—r element.

n element

b) Betrakta en mangd M med n+1 element, och beteckna ett av dessa med x. Pa vanster
sida i formeln star antalet delmangder till M med r element. Vi ska visa att summan i
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hoger led betyder samma sak. Dela upp i tva fall: rakna forst de delmangder till M som
inte innehaller x och sedan de som innehaller x.
For att bilda en delmangd med r element till M som inte innehéller x ska vi valja

r element fran n stycken (alla element i M utom x). Antalet sétt att gora detta ar ? :

den forsta termen i hogra ledet. For att bilda en delméngd med r element som innehaller
x valjer vi forst x och skall sedan vélja ut r—1 element bland de aterstaende n. Antalet

sétt att gora det &r ; 1) , den andra termen i hdger led. — Sammanlagt har vi nu raknat
samtliga delméngder i M med r element, varfor formeln ar bevisad. |

Som en foljd av satsen far vi foljande schema for binomialkoefficienterna, Pascals
triangel.

Har &r varje koefficient summan av de tva som star snett ovanfor.
Eftersom (g) = () = 1 for alla n kan vi med start uppifran snabbt och enkelt skriva
ut varden pa alla lagre binomialkoefficenter i schemat.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Vi kan nu forklara namnet “binomialkoefficient”. Betrakta nagra potenser av binomet
X+Yy:
(x+Y)% =X+ 2xy +y?
(X+Y)3 =x3+3x%y + 3xy> +y°
Koefficienterna har ar precis de tal som star i andra och tredje raden i Pascals triangel (om
vi numrerar raderna sa att den Gversta ettan ar rad noll). Detta ar ingen tillfallighet; vi har
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aven
(x4+y)* = x*+ 43y + 6x%y2 + dxy® 4+ y*
och allmant;

SATS 3. (BINOMIALSATSEN) For utvecklingen av (x+y)" géller

o= (e (e Qs ()

eller med summatecken .
n _
(x+y)"= > (k) XNy,
K=0

BEvis. Det ar klart att successiv ihopmultiplikation av faktorerna i

(X+Y)" = (X+Y) - (X+Y) - ... - (x+Y)

leder till ett antal termer av formen

n—ry,r

Xy

med r varierande fran O till n, precis som i den angivna formeln. Det vi behdver visa &r
att koefficienterna i formeln &r de réatta, dvs. att man for ett fixt r far precis (?) stycken
termer X"~"y" vid hopmultipliceringen. Men en sadan term far vi ju varje gang vi valjer y
fran exakt r parenteser (x+Y), och x fran de 6vriga. Antalet sétt att vélja ut r parenteser
fran n ar (?) ; darfor ar detta koefficienten for x""y". O

10
Exempel 16. Bestdm den konstanta termen i binomialutvecklingen av <2x4+ %) :

Losning: Har uppfattar vi x som en variabel; den konstanta termen ar den som inte
innehaller x, eller om man s& vill, som innehller x°. Det &r naturligtvis inte alls givet att
det finns en sadan term. Det ingar i uppgiften att undersoka detta.

Enligt binomialsatsen &ar

10 10
<2x4+ %) 0 kX (f) (2X4)10—k(%) k_ kz <1£> 910k, 405k
= =

Vi far termen innehallande x° d 40 — 5k = 0, dvs. dd k = 8. Detta ar ett heltal mellan 0
och 10, alltsa finns en sddan term. Den &r lika med

(180> 2240 — 45. 4 — 180.

FOLIDSATS 1. Vi har att

0 )
o (g)- (1)) rev(n) =0
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BEvis. Den forsta formeln far man genom att sitta x = 1, y = 1 i binomialsatsen. Da far

man namligen
< (M 1nkqk _ < (N
2"=(1+1)"= ()1‘1: ()
2 \k 2 \k
Den andra formeln far man pa samma sétt genom att sattax = 1, y = —1. O

Summerar man radvis i Pascals triangel far man tydligen en tvapotens. Till exempel
ar1+2+1=4o0ch1+3+3+1=8. Lasaren bor sjalv kontrollera nagra rader till.

Exempel 17. Den forsta formeln i foljdsatsen kan dven bevisas kombinatoriskt. Vi vet att

<E betyder antalet delméngder med k element till en méngd M med n element. Summe-

rar vi dver alla k far vi det totala antalet delmangder till M. Men detta antal &r precis 2"
(se exempel ??). O

Exempel 18. Genom att i den andra formeln i foljdsatsen flytta over alla termer med
minustecken till hoger sida far man

3 ()= 2 ()

k jamnt k udda
Den kombinatoriska innebdrden av detta ar att

for en given mangd M ér antalet delméngder med ett jamnt antal element lika
med antalet delméngder med ett udda antal element.

Om M har n element &r det totala antalet delmangder lika med 2" (exempel ??). Det foljer
att antalet delmangder med ett udda (eller jamnt) antal element &r % 20 =2n-1

Ett annat bevis for detta resultat far man fran Pascals triangel. Pa grund av rekursions-
formeln for binomialkoefficienter (den andra formeln i sats ??) ar summan av varannan
koefficient i rad n i Pascals triangel lika med summan av alla element i raden ovanfor,
som &r lika med 2" 1 enligt exempel 22. a

Multinomialkoefficienter

Vi ska nu studera en generalisering av binomialkoefficienterna. Antag att n1+no+...+
Nk = n, dar alla n; ar icke-negativa heltal. Da definieras tillhérande multinomialkoefficient
som talet

< n ) n!
N1,N2,...,Nk nl!nz!...nk!'

Vi har traffat pa sadana tidigare (se anméarkningen till exempel ??, sidan ??). Av exempel
?? framgar den kombinatoriska betydelsen:

antalet arrangemang av ny stycken likadana objekt A1, ny objekt A, ..., ng

objekt Ay ar
n
Ng,N2,...,Nk)’

dirn=ny+ny+...+ng.



9. DINUIVIIALANULCFFICIEIN T ER. DINUIVIIALOAT OCIN

For exempel, se exempel ?72.
Da k = 2 aterfar vi binomialkoefficienterna, ty

(n1?nz) - nl?r!12! - (n_nnz!)!nZ! = <:2) = (:1)

Vi har nu féljande generalisering av binomialsatsen.

SATS 4. (MULTINOMIALSATSEN) Utveckling av (X1 + X2 + ...+ xx)" leder till

(6) (X +Xo4 ... +x)" = >x21x22 e X

M+n+--+n=n <n17n2" ALY
M, Ng,...,Nk >0

Summationen sker har dver alla k-tipler (nq,nz,...,ng) medallan; >0 och ni+na+...+
Nk =n.
BEvVIS. Som i beviset for binomialsatsen &r det uppenbart att hopmultipliceringen av n
parenteser (X1 + X2+ ...+ xi) leder till en summa av termer xj*x5? ...xE“ med lampliga
koefficienter. Det géller alltsa att inse att dessa koefficienter ar precis multinomialkoeffi-
cienterna.

For en bestdimd uppsattning (ny,Ny,...,nk) far vi produkten x{1x32 ... x2 varje gang
vi valjer x1 ur exakt nq av parenteserna (X1 + X2 + ...+ Xk), X2 ur exakt ny parenteser, etc.
Antalet sadana urval ar lika med antalet satt att arrangera n, symboler X1, n, symboler xo,
..., alltsa lika med

n! _( n >
nitnot ... ng! N1,No,...,Nk

Darfor blir detta koefficienten framfor x{:x5? ... xg«. O
Vi avslutar med ett kombinatoriskt exempel.
Exempel 19. Hur manga termer ingar i multinomialutvecklingen (??) av
(X1 +Xo+ ... +X)"?
Losning:  Antalet termer &r lika med antalet k-tipler (ng, no,...,nk) med
Ni+N2+...+nk=n

och alla n; icke-negativa. Enligt sats ?? ar detta antal lika med

!



6 Sammanfattning

Olika slags urval

Vi har bland annat diskuterat antalet satt att valja ut r objekt fran n stycken olika under
varierande betingelser. De viktigaste resultaten framgar av foljande tabell.

med utan
aterlaggning aterlaggning
n!
) : . ; _
med hansyn till ordning n P(n,r) = GEGI
utan hansyn till ordning <n+:—1> (?)

Binomialkoefficienter

Den viktigaste egenskapen hos binomialkoefficienterna ar rekursionsformeln fran sats ??

n+1 n n
(7)-(0)=(2)
r r r—1
Pascals triangel foljer ur denna samt att (8) = <:> =1 for allan.

Binomialkoefficienterna har manga intressanta egenskaper som kan askadliggoras i
Pascals triangel:

e Summan av alla koefficienterna i en rad ar en potens av 2. (Féljdsatsen till binomi-
alsatsen.)

e Den alternerande summan av alla koefficienterna i en rad ar noll. (Foljdsatsen till
binomialsatsen.)

e Summan av varannan koefficient i en rad blir ocksa en 2-potens (exempel ??).

For den intresserade beskriver vi nagra andra relationer mellan binomialkoefficienter.

e Summan av kvadraterna av alla koefficienterna i rad n ar lika med binomialkoefficienten
i mitten pé rad 2n. (Kommer som 6vning.) Till exempel (rad 3) 4r 12432432412 =

a0

e Summerar man nagra steg in parallellt med en sida i triangeln sa blir summan en binomial-
koefficient ett steg langre ner. Se figuren till vanster nedan. (Kommer som 6vning.)

e Summerar man pa snedden far man de s.k. Fibonaccitalen F;, definierade av rekursionsfor-
meln F = F_1 +F_,. Vi kommer att traffa pa dessa senare i kursen. Se figuren till hoger
nedan. Lasaren uppmanas att forsoka inse detta med utgangspunkt fran rekursionsformeln
for binomialkoefficienter.
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