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Nagra 1:a ordningens PDE

For enkelhets skull borjar vi med ekvationer i R? och vi startar med de enklaste. Los

/_
uy—O

Ekvationen siger att # ska vara konstant nir vi gér lings lin-
jer x = ¢, det vill sdga att u beror inte pa y. Linjerna kallas

karakteristiska kurvor for detta problem. Négra ir ritade med

(1)

bldtt i figuren intill. Losningarna kan skrivas

u(x,y) = @(x)

dir ¢ dr en godtycklig funktion. Fér att f3 en entydig 16sning behovs information s&

att ¢ kan bestimmas. Ofta ges denna information som virden

av u pa en kurva som

u(x,0) = x? 2)

didr virdena for » dr preciserade pa x-axeln. I figuren bredvid

ir x-axeln ritad i gront. Villkoret (2) ger att ¢(x) = x* och

dirmed att [osningen pa problemet (1) och (2) ges av u(x, y) = x*.

Andra varianter pa villkor ir

ulx, x?) = x (3)

dir u preciseras pi parabeln y = x? ritad i gront hir intill. En
16sning p& problemet (1) och (3) ges nu av u(x, y) = x.

Ger man diremot villkoret

u(xz, X) = x (4)

dir u preciseras pi parabeln x = y* inritad i figuren inill, s3

blir problemet (1) och (4) olgsbart. For i till exempel punkten

y
X
y
X
y
/
NL ~

(1,-1)dru(l,—1) = —1 meni(1,1) dr (1, 1) = 1 fast punkterna ligger pd samma

karakteristiska linje och dirmed skulle u ha samma virde i bdda punkterna.
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Observera ocks att den sista parabeln har en punkt dir kurvan tangerar den karakte-
ristiska kurvan genom punkten, nimligen punkten (0, 0). Det ir i den punkten para-
beln vinder och dirmed skapar problem med dubbla virden. I de bida tidigare fallen
finns ingen sddan punkt. En kurva som har egenskapen att den inte i ngon punkt
dr tangent till den karakeeristiska kurva genom punkten kallas icke-karakteristisk och
limpar sig alltsd att ge begynnelsevirden pa.

Vi ser av detta enkla exempel att informationen om hur de karakteristiska kurvorna ser
ut ger dels information om var 18sningen ir konstant, dels om var begynnelsevirden
ska viljas. En metod att 16sa denna typ av problem gir ut pd att starta i en punkg, hitta
den karakeeristiska kurvan som gir genom punkten och folja den tills den skir den
icke-karakteristiska kurvan dir den sokta funktionens begynnelsevirden ir givna och
ldsa av funktionens virde dir. Man siger att i hyperboliska problem som detta, sprids
informationen lings de karakteristiska kurvorna.

Betrakta nu istillet ekvationen
Su; + 4u}l, =0. (5)

Den kan skrivas

(3,4) - (05, Oyu) = (3,4) - Vu=0
och om man normerar vektorn (3, 4) till v = %(3, 4) s3 kan man skriva ekvationen
O0yvu=v-Vu=0

och den siger att rikeningsderivata av # i riktningen v r 0 overallt, det vill sdga att
varierar inte i riktningen v. Hir blir de karakteristiska kurvorna linjer med riktnings-

koefficient v som pd parameterform kan skrivas
(x(1), (D) = (x0, 0) + Tv.
Observerat att linjens tangentvektor ges av
0:(x(7), y(1) = v.

Parametriseringen

x(2),5(2)) = (x0,30) + #(3, 4)
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ger samma linje men med tangentvektor (x(2), y(#)) = (3,4) som ir parallell med v.
De karakteristiska linjerna fir pi normalform ekvationerna 4x — 3y = ¢ for olika c,
och normalvektorn (4, —3) ir vinkelrit mot tangentvektorn (3, 4).

I problemet

{ 3u, + 4u, = 0, ©
u(x,0) = x?,

ddr begynnelsevirdena ir givna pd x-axeln (linjen y = 0, pas- v

sar det bra att vilja punkterna (xp, y0) pa x-axels, det vill siga /x,y)
sitta yp = 0. Problemet kan nu lésas genom att man startar i

en punkt (x, y) och sen foljer den karakteristiska linjen given /CO X

av (x(2),y(2)) = (x0,0) + #(3,4) tills den skiir x-axeln i xp.

Dir ldser man av att

ulx,y) = ulxo, 0) = x5

och det &terstdr att berikna hur xy beror pa punkten (x, y). Det giller att hitta # och

xp sd att (x,9) = (x(2), y(£)) = (x0,0) + #(3, 4), det vill siga l6sa systemet
= = 4
x = xg + 3¢, PN t=y/4,
y =0+ 4z, x():x—%y,

wix,y) = (x— 29)°

vilket ger att

l6ser problemet (6), ndgot som ir enkelt att kontrollera.

Metoden kan generaliseras om vi forst observerar att for att bestimma de karakeeristis-
ka linjerna behéver vi veta dels tangentvektor (riktningsvektor) given av (x(2), j(¢)) =
(3, 4) och dels startpunkt hir given av (x(0), y(0)) = (xo, 0).

Nu studerar vi problemet

290+ O,u=0,

u(x, 0) = x?,
och vi bérjar med att férsoka hitta de karakteristiska kurvorna y pa parameterform
(x(2), y(1)). Grundidén ir att tangenten till v, (x(2), 7(#)), hela tiden ska vara lika med

riktningen som den PDE deriverar i, det vill siga i rikeningen (2y, 1). Som startpunkt
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for y tar vi en punkt pd kurvan dir begynnelsevillkoret ges och som vi nu skriver
u(xp,0) = xé. Startvillkoret kan alltsd skrivas (x(0), y(0)) = (xp, 0). Sammantaget ges

de karakteristiska kurvorna av féljande system av ODE

x =2y, x(0) = xop,
j=1, 0)=o0.
Innan vi léser detta och som en forberedelse for mer allminna problem, studerar vi

hur den sokta funktionen # varierar lings den karakeeristiska kurvan, med andra ord

hur
2(2) = ulx(2), y(1))

beror pd parametern #. Kedjeregeln ger tillsammans med PDE att
z= O0ux+ Oyuy=2y0u+ 0u=0

vilket som vi ville innebir att z 4r konstant och har hela tiden samma virde som det

virde den har vid starten och som ges av begynnelsevillkoret

2(0) = u(x(0), 5(0)) = u(xo,0) = x5 -

Trots att vi redan vet vad z ir tar vi med villkoren i f6ljande formulering. Det givna

PDE problemet (7) kan reduceras till ett system av ODE

x =2y, x(0)=x,

y=1, y0)=0,

z=0, 2(0)=xg,
dir (x(2), j(#)) dr den karakteristiska kurvan genom (xp, 0) p& parameterform och z(z)
dr hur funktionen # varierar lings den karakteristiska kurvan. Vi har redan konstaterat
att z(¢) = x02 hela tiden och det 4r ldtc att se att y = 1 ger y(#) = ¢ + ¢; och
begynnelsevillkoret (0) = 0 medfor att y(¢) = ¢. Insatt i ekvationen for x blir denna
% = t varfor x(£) = #> + ¢, och begynnelsevillkoret x(0) = xo ger x(£) = #* + xo.

Sammanfattningsvis kan [sningen skrivas
x(£) = £ + x,

@) =1,

z(t) = xoz.
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For att pa losningen pd en form utan parametrarna # och xp Y / (x,7)
forsoker man bestimma sa att den karakeeristiska kurvan gar /
genom en given punkt (x, y), det vill siga man forsoker 16sa 0. 0) 3
X0

systemet

x = x(2) = 2 + xo, r=y,

2

y =) =1t, Xo=x—)".

Ur detta liser vi av att
2 22
ulx,y) =z =x5 = (x —y°)

som ir var sokta 18sning pa det givna problemet (7).
Vi ser ocksd av rikningarna att de karakteristiska kurvorna ir v

parablerna s = x— y? for olika reella tal s. En annan méjlighet

att 16sa problemet (7) idr att byta koordinater enligt

yzx—yz,
t=y

vilket med hjilp av kedjeregeln transformerar det givna problemet till det nya

u, =0,
u(s, 0) = 2,

vilket dr det enkla problem vi 16ste i Exempel 1 nimligen (1) och (2) fast i variablerna

N

s och ¢ istillet for x och y. Losningen blir nu (s, ) = s* vilket i de ursprungliga
koordinaterna kan skrivas #(x, y) = (x — y2)2.

Metoden kan anvindas generellt till att [6sa problem som

{ otu;—i—,@u}',:f,

(8)
u(xo, y0) = uo(x0,%0), forg(xo,y) = 0.

Funktionerna #y och g antas givna, dir g anviinds for att specificera kurvan dir begyn-
nelsevirdena ir givna. Till exempel ger funktionen g(x, y) = y villkoret yo = 0 det vill

siga villkor pa x-axeln. Funktionerna o, 8 och f fir bero pa x, y och till och med «



Kontsys Pelle Pettersson 2019

som vi d& kallar z (men inte pé derivator av #). PDE av denna typ kallas kvasilinljira.

Problemet (8) reduceras till ett system av ODE

x = ax,y,2), x(0)=x,

_j/ :,B(xa%z)a _)/(0) = Yo,
z=f(x,7,2), 2(0)=uy(xo,0),

som vi vid handrikning med lite tur och skicklighet kan l8sa. Detta ger de karakte-
ristiska kurvorna pd parameterform (x(2), y(#)) samt hur # = z(¢) varierar lings de
karakteristiska kurvorna. Loser vi sedan ut parametrarna ¢ samt xo och yp genom att

l6sa systemet

x = x(2),
y =),
2(x0,70) =0

far vi uttryck f6r hur parametrarna beror pd x och y och sitter vi in dessa uttryck i
u = z(¢) f&r vi 18sningen u(x, y).

Observera att (8) inte ticker in alla 1:a ordningens PDE. Till exempel
IVaul* = () + () =1

gér inte att 16sa med dessa metoder.
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Ovningar

I de tre forsta Gvningarna anvinds de oberoende variablerna # och x istillet f6r x och y
for att illustrera likheterna med 18sningar till vigekvationen.

Skissa losningen vid # = 0 och # = 3 till problemet
u/t +2 u; =0, u(0, x) = max(1 — |x|,0).

Skissa ocksd motsvarande 18sning nir koefficienten 2 ersitts med —2.

Hur varierar hjden av vigen som ges av
u+ cul, = —u, #(0, x) = max(1 — x|, 0)

med tiden?

Los problemet
u/t—l—cu; = —xu, u(0, x) = f(x),
dir ¢ dr en konstant och f en given funktion.

Los problemet

u;+yu}',: —u?, u(0,y) = y.

Finn funktionen u(x, y) som uppfyller (0, y) = och loser ), + e~ u}', =0.

1+
Los problemet

u, — 2xu}/, = 3u, u(0,y) = T}/z

Hittills har problemen varit linjira. Ett exempel pa ett icke-linjirt (men kvasi-linjirt)
problem ir:

Los problemet
1- Zu)u; + u}I, =0, u(x,0) = x.
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Svar

For koefficienten 2

u t=20 u t=3
1 1
3211 12 3 x 3 2-1 1 123 456 7x
och for koefficienten —2
u =0 t=3 U
1
321112 3 x 7 65 4-3-2-1112 3«x

Hojden avtar med faktorn e ™.

Losningen ir u(z, x) = f(x — cz) e—xttei? /2

J
xy + e’

Losningen dr u(x, y) =

1
1+ @+ex—1)2%

Losningen dr u(x, y) =

1
Losningen ir u(x,y) = —————— &>~
8 CD) = T 1 2p
Losningen ir u(x, y) = u.
1—2y



