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Introduktion till Maple

Allméant

Ett modernt datoralgebrasystem har som huvudfunktion att géra symboliska beridkningar,
i motsats till numeriska. Det kan utfora algebraiska manipulationer och férenklingar, 16sa
ekvationssystem, integrera och derivera symboliskt och 16sa differentialekvationer. Dessutom
kan de flesta sadana system ocksa utféra numeriska berdkningar och har kraftfulla grafiska
funktioner. Beh6ver man mer omfattande numeriska berdkningar anvinder man sig dock
hellre av Matlab eller specialskrivna numeriska program.

Maple dr ett av de ledande datoralgebrasystemen. Nagra av de starkaste konkurrenterna
ar Mathematica, Macsyma och Reduce. LTH har en generell licens for Maple och syste-
met bor dérfor finnas tillgéingligt pa studentdatorer. Det kan koras fran de flesta vanliga
operativsystem.

Maple dr ett mycket mangsidigt program, och man kan &gna mycket tid at att utforska
dess anviandningsmojligheter. Dess mangsidighet gor det samtidigt svarare att anvinda &n
t. ex. Matlab.

Liksom de flesta programpaket uppgraderas Maple relativt ofta. Versionerna skiljer sig
nagot at, och anvisningarna nedan fungerar bra for Maple 11 Classic Worksheet.

Mer information om Maple &n vad som ryms i denna korta introduktion kan man finna
i det inbyggda hjalpsystemet samt i en stort antal skrifter och bocker.

Komma igang
Starta Maple pa Linuxsystem (pa EFD:s datorer) genom att
e Klicka pa Applications i 6vre vénstra hornet pa skdrmen.

o | fonstret, som 6ppnas, vilj Math och sen Maple 11 Classic Worksheet.

Pa Windows-maskiner brukar finnas en Maple-ikon. Placera Maplefénstret, som strax kom-
mer upp, pa lampligt stdlle. Man gar ur Maple genom att vilja Exit i File-menyn. Behover
man avbryta nagon process kan man anvénda stoppknappen pa menyraden.

Hjilp
Maple har ett omfattande inbyggt hjilpsystem. Om man klickar pa Help i menyraden, sa
far man tillgang till hjilpfunktioner. Dessa fungerar pa lite olika sétt, beroende pa vilken
Mapleversion man kor, men brukar vara latta att anvénda.

Man kan ocksa fa hjélp genom att skriva ett sokord foreganget av ett fragetecken, t. ex.
7exp, 7inifcn. I slutet pa varje hjilptext finns exempel och hénvisningar till andra kom-
mandon som kan vara av nytta.

Fordefinierade konstanter och funktioner

Maple har nagra fordefinierade konstanter (se ?constant), t. ex.
I, Pi och infinity (star for 4, m resp co)

Dessa ér reserverade namn, som inte far anviindas till annat. Observera att Maple skiljer pa
stora och sma bokstéver. Exempelvis maste 7 (3.14...) skrivas Pi (stort P). Skriver man
pi far man ett 7 pa skdrmen, men dr detta enbart en symbol och har inget numeriskt vérde.
For talet e finns ingen symbol utan man skriver exp(1) (se 7exp).
I Maple finns manga fordefinierade funktioner (se ?inifcn), déribland de vilkénda funk-

tionerna

sin cos tan cot arcsin arccos arctan arccot

abs sqrt exp 1In log logl0

(Héar star abs for absolutbelopp, sqrt for kvadratroten, exp for exponentialfunktionen (e*)
bade 1n och log for naturliga logaritmen och 1ogl0 for tiologaritmen (lg).



Grundliggande kommandon och aritmetiska berdkningar

I Maplefonstret hittar du en 'prompt’ >, som betyder att Maple vantar pa ett kommando.
Skriv in 7+5; och tryck pa Enter, sa utfors summationen.

Observera att varje kommando till Maple maste avslutas med ett semikolon ; eller :,
utan detta hénder ingenting. Detta gor att man kan sla in langa formler som inte far plats
pa en rad. Skriver man semikolon ; utférs kommandot och resultatet visas pa skdrmen,
skriver man kolon : s& utfors operationen, men resultatet kommer inte upp pa skirmen.

Kontrollera att Maple kan fungera som en vanlig riknedosa. Prova i tur och ordning

2-3%5; 1/2+1/3; sqrt(4)*sqrt(3);

Observera att Maple ger exakta svar, inte nirmevirden.

Narmevérden erhalles genom kommandot evalf;, som star for ’evaluate using floating
point arithmetic’. For att fa ett nirmevirde for den senast utforda berdkningen (2v/3 i vart
fall) kan man skriva

evalf (%) ;

Man kan naturligtvis ocksa skriva evalf (sqrt (4)*sqrt(3)) ;. Pa samma sétt kan resul-
tatet av den nést senaste berikningen aberopas genom %%, etc.

En praktisk detalj i Maple &r mojligheten att ga tillbaka till gamla kommandon pa
skdrmen med pil-upp och pil-ner tangenterna, &ndra i kommandona och utféra dem pa nytt.
Man kan ocksa anvdnda musen for att snabbt flytta sej till olika delar av skédrmen. Testa
genom att ga tillbaka till kommandot 1/2+1/3; och gor en annan brakberikning genom att
dndra siffror.

Nér det giller kommandot evalf sa kan man ur hjalpfunktionen, som nas med 7evalf,
utlédsa att man genom ett andra argument kan ange med hur manga siffror man vill ha svaret.
Anvind detta for att fa ett virde pa = med 1000 decimaler, evalf (Pi, 1000) ;.

Variabler

Maple kan inte bara ridkna med tal utan ocksa med variabler och med funktioner. Detta
gor att ett Maplesystem blir stérre och ofta mer invecklat att programmera &n ett vanligt
programmeringsprak, men ocksa oerhort mycket mera kraftfullt.

Ge kommandot (x+1)~3;. Maple svarar med samma sak. Som svar pa expand(%); sa
utvecklar Maple uttrycket enligt binomialsatsen. Prova dven med

expand((a-b)*(a+b)); expand(x*(x+1)*(x+2)*(x+3)); expand(cos(x+y));

Som bekant vill man ofta ga at andra hallet, och faktoruppdela ett givet uttryck. Detta
gors med kommandot factor. Prova detta pa de polynomuttryck som du fick ovan.
Ett annat kommando for forenkling dr simplify. Prova detta genom att skriva

simplify(1/(x-1)+1/(x+1));

Maple gor inte alltid det man 6nskar. Ett annat kommando man kan ha nytta av for att
gora omskrivningar dr normal.

Tilldelningssatser

Man kan tilldela en variabel ett vdrde, numeriskt eller symboliskt. Tilldelningssymbolen &r
liksom i Pascal och Simula :=. Prova med x:=2;. Kommandot x; ger nu variabelvirdet 2.
Prova ocksa med (x+1)"2;.

En variabel som fatt ett virde behaller detta tills man ger den ett annat vérde eller tar
bort véardet eller gar ur Maple. For att ta bort virdet anvinder man kommandot x:=’x"; ,
som gor att Maple tolkar bokstaven x som en variabel, betecknad x, inte som variabelns
virde. Det &r ldtt att glomma bort att man gett en variabel ett varde tidigare, vilket kan
leda till obegripliga resultat av rdkningar. Vill man ta bort alla varden pa variabler och helt
och hallet borja om fran borjan skriver man restart;.

Variabler kan forutom numeriska viarden dven ha Mapleuttryck som virden. Genom till-
delningskommandot



f:=(x+1)"3;

s& sétter vi f lika med (z + 1)3. (Blir svaret 27 si tag bort det tidigare virdet fran x och
forsok igen.) Man kan sedan riikna vidare med £ och skriva t. ex. £72; och expand(£°2) ;.

Om man vill berdkna vardet av uttrycket £°2 for t. ex. x=2 utan att varaktigt tilldela x
ett virde sa kan man skriva

eval (x=2,f72); eller subs(x=2,f"2);

Funktioner

Maple kan hantera inte bara analytiska uttryck, som vi sett exempel pa ovan, utan dven
funktioner. Dessa kan definieras pa flera olika sitt. Det for vara &ndamal enklaste paminner
om beteckningen
x> g(x)
for en funktion g. Ge kommandot
g:= x—>(x+1)"3;
Nu kan funktionsvérden berdknas pa det sdtt man dr van vid. Prova t. ex. med

g(0); , g(-1); g(a); och gly+z); .

Anmirkning: Man maste noga halla isér begreppen funktion och funktionsuttryck, dar
det senare behandlades under rubriken 'Tilldelningssatser’ ovan. For sdkerhets skull upprepar
vi skillnaden:

Om vi ger ett virde till F' genom tilldelningen F:=exp(x)-sin(x); sa ar F ett uttryck
med variabeln x inbyggt. Om vi i stéllet ger F ett virde genom F:=x->exp(x)-sin(x) ; sa ir
F en funktion, dir x bara anvénds for att definiera en regel, och diar man skulle kunna anvinda
vilken annan symbol som helst. Funktioner d&r mycket mer flexibla, men ibland nagot mer
svarhanterliga dn funktionsuttryck. Det finns ett enkelt sitt att gora om ett uttryck till en
funktion, ndmligen genom att anvinda kommandot unapply. Till exempel ger kommandot
F:=unapply (exp(x)-sin(x),x); samma sak som F:=x->exp(x)-sin(x) ;.

Maple klarar ocksa funktioner av flera variabler. Funktionen h(z,y) = 2% — y3 + 223>
definieras i Maple pa foljande sétt:

h:= (x,y) -> x"2-y~3+x"2xy"3;

Vad ger h(0,0); och h(3,2);?

Derivation
Derivator beridknas med kommandot diff. Anvindningen framgar ur exemplen
diff (x"3+2*x"2,%); och diff (tan(x),x);
Andraderivator berdknas enligt
diff (tan(x),x,x);

Pa samma sétt beriknas derivator av hogre ordning, déir antalet x anger ordningen. For
detta finns ett kortare skrivsitt. Berdkna fjardederivatan av tan(z) genom att skriva

diff (tan(x),x$4);.

Hér betyder $4 att derivationen upprepas 4 ganger. Prova dven att forenkla svaret med hjalp
av factor (%) ;.

Vi kan derivera det tidigare definierade funktionsuttrycket £ och funktionen g genom att
skriva

diff(f,x); resp diff(g(x),x);



Téank ut vad som kommer ut ur kommandona
diff(f,y); ,diff(g,x); , diff(g(y),y);

och prova om det stdmmer.
Anmirkning: Maple har ocksa en derivationsoperator D, se ?D. Prova t. ex. D(g) ; och
D(sin) ;. Bokstaven D kan inte anvéindas som symbol fér nagot annat.

Man kan dven latt berdkna partiella derivator. Till exempel far man

% och @
or dy
for funktionen h ovan genom kommandona
diff (h(x,y),x); resp diff (h(x,y),y);

Hogre derivator fas genom upprikning av variabelnamnen. Prova t. ex.

diff (h(x,y),x,y);

Integration

Med hjilp av kommandot int (f,x); kan man berikna en primitiv funktion till funktionen
f(z) med avseende pa z. Integrationskonstanten far man sedan sjilv ldgga till om det skulle
behovas. Om vi definierat ett funktionsuttryck f och en funktion g som pa forra sidan, sa
fas en primitiv funktion med

int(f,x); resp int(g(x),x);

Repetera nu nagra primitiva funktioner fran envariabelanalysen t. ex.: cosx (med kom-
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variabel. Kvadratrotfunktionen skrivs i Maple som sqrt.

Om Maple inte kan nagon primitiv funktion, sa svarar Maple genom att ge tillbaka det

man stoppat in. Forsok med int (x"x,x); sa far du tillbaka

/ z* dx
Anméirkning: Prova ocksa

1 — 222 2
/\/?;dx och /e*“ dx .

Dessa exempel visar att Maple kdnner till fler primitiva funktioner &n de vanliga elementéra
funktionerna. Den forsta av integralerna dr exempel pa en sa kallad elliptisk integral. Vissa
elliptiska integraler finns i Maple, se t. ex. PE11ipticE. I svaret pa den andra integralen ingar
den sa kallade ’error function’, erf. Denna upptrider bl a inom statistiken och i samband
med véarmeledning.

mandot int(cos(x),x);), e’ (skrivet exp(t)), och med avseende pa respektive

For att beridkna integraler, till exempel
3
/ (x+1)%da
-2

maste dven grinserna anges. Detta gors i Maple genom x=-2. .3, eller allmént x=a..b for
a < x < b. Integralen ovan berdknas genom

int ((x+1)°3,x=-2..3);

Grénserna far gérna innehalla variabler, forsok t. ex. med int (f,x=-y..(z+1));.
Aven generaliserade integraler kan beriknas. Prova t. ex. med

int(1/(1+x72) ,x=0..infinity);

Anvinder man en stor begynnelsebokstav (t. ex. skriver Int(1/(1+x"2) ,x=0..infinity) ;)
gor inte Maple nagon berikning utan svarar med en snygg utskrift av det man skrivit in.
Detta ar bra att anvinda om man vill kontrollera att man skrivit ratt.



Summation

Maple kan ocksa anviandas for att berdkna summor. Syntaxen fér summation &r naturlig,
> p_,, a fas genom Maplekommandot sum(a(k) ,k=m. .n).

Berédkna potenssummorna
n n
g k och E k2
k=1 k=1

med hjélp av kommandona sum(k,k=1..n); och sum(k~2,k=1..n);. Forenkla med kom-
o0

" 1
mandot simplify. Aven vissa serier kan Maple berdkna. Vad blir kzl ﬁ?

Gransvirden
Gréansvérden berdknas med kommandot 1imit, prova

limit(sin(x)/x,x=0); limit((sqrt(l+exp(x))-1)/exp(x),x=infinity);

Taylor- och Maclaurinutvecklingar
Med kommandot taylor far man Taylor- (Maclaurin)utvecklingen till ordning 5, t. ex. ger
taylor (exp(sin(x)),x);

Maclaurinutvecklingen av e5"*. Vill man istillet taylorutvecka sin x kring punkten z = 1 till
ordning 9 (restterm av ordning 10) skriver man

taylor(sin(x),x=1,10);

Ekvationslésning
Maple kan anvindas for att 16sa ekvationer, se ?solve och ?fsolve. Prova de tre varianterna

solve (x~3+x"2+x-3=0,%) ;
fsolve (x~3+x"2+x-3=0,x) ;
fsolve(x~3+x"2+x-3=0,x,complex) ;

och lds om dem i hjalpfunktionen. Prova ocksa
solve(sin(x)=1/2,x);
I det senare fallet ger Maple endast en 16sning. For att fa alla losningar kan man skriva

_EnvAllSolutions := true: solve(sin(x)+cos(x)=sqrt(2),x);

Differentialekvationer
Maple kan ocksa 16sa differentialekvationer, se 7dsolve. Prova med att 16sa
y' 42y +2y=e""
med kommandot
dsolve(diff (y(x),x$2)+2*diff (y(x),x)+2*y(x)=exp(-x), y(x));
Har vi dessutom begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = 0 kan vi skriva

dsolve ({diff (y(x),x$2)+2*xdiff (y(x) ,x)+2xy(x)=exp(-x),
y(0)=0,D(y) (0)=0}, y(x));



Grafik

Maple har omfattande grafiska mojligheter. Om du vill att Maples figurer hamnar i egna
fonster (vilket kan vara lidttare att hantera) sa gar du in under menyn File, viiljer Preferences
och sen Plotting, Window. Antalet grafikféonster har en tendens att viixa snabbt. Man stdnger
dem man inte behover genom att ga in under File och dra till Close nir grafikfonstret ar
uppe.

Med kommandot plot ritar man tvadimensionella figurer i Maple, t. ex. funktionskurvor.
Se hjélpen till kommandona plot. Prova med

plot(sin(x) ,x=-Pi..Pi);

Axlarna skalas automatiskt sa att bilden fyller grafikfonstret maximalt. Om man vill
ha samma skala pa bada axlarna kan man ga in pa menyraden vid Projection och véilja
Constrained. Detta kan man ocksa astadkomma genom att direkt skriva

plot(sin(x),x=-Pi..Pi,scaling=constrained);
Vill man hellre ha en grén kurva skriver man
plot(sin(x),x=-Pi..Pi,scaling=constrained,color=green) ;

Man kan ocksa vélja olika typer av axlar, linjetjocklek, linjestil antingen fran menyraden
eller direkt pa kommadoraden.

For att rita flera kurvor i en figur anvénder man [ |-parenteser (&ven {}-parenteser fun-
gerar). Prova

plot([sin(x),x-x"3/6],x=-Pi..Pi);

Vad &r det for speciellt med polynomet?
Man kan ocksa rita kurvor i parameterform. Enhetsirkeln (z,y) = (cost,sint), —w <t <
m ritas med

plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],scaling=constrained);

Observera att parameterintervallet skrivs innanfor hakparentesen.
Maple har méanga fler grafikrutiner. For att fa tillgang till dessa goérs kommandot

with(plots);

Hér dr plots namnet pa ett sa kallat 'package’. Det finns ett antal sadana i Maple, for olika
anviandningar. Avslutar man med ; far man en lista 6ver de nya kommandon man far tillgang
till. Ett annat 'package’ for grafik dr plottools.
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Nu kan vi ocksa rita implicit givna kurvor, t. ex. — + v 1, med kommandot

implicitplot. Ange ekvationen samt ett lampligt intervall for x och y.
implicitplot(x~2/4+y~2/9=1,x=-3..3,y=-3..3);

Vilj har Projection Constrained.

Ibland ar det bra att forst definiera och lagra bilden och sen titta pa den. Om man vill
se de bada kurvorna x2/4 +y2/9 = 1 och (z,y) = (2cost,3sin3t), 0 <t < 27 i samma bild
kan man gora sa hir: Lat A betyda bilden av den forsta kurvan och B bilden av den andra,
skriv

A:=implicitplot(x~2/4+y~2/9=1,x=-3..3,y=-3..3,color=red):
B:=plot ([2*cos(t),3*sin(3*t),t=0..2%Pi],color=green) :

Avsluta hir med :, ej med ;. (Avslutar man med ; hér visas ingen bild, utan skidrmen fylls
av siffror.) Maple visar nu inga bilder utan lagrar bilderna A resp B. Om vi nu skriver

display([A,B]);



visar Maple bada kurvorna i en bild. Vilj hir Projection Constrained.
Maples tredimensionella grafik har en méngd varianter, l4s om dem i ?plot3d.
Funktionsytan z = xe"”z_yz, —2< <2, -2 <y <2 kan ritas med

plot3d(x*exp(-x~2-y~2) ,x=-2..2,y=-2..2);

Man kan vrida och vinda pa bilden genom att placera musmarkéren i grafikfonstret och halla
vénster musknapp nere och flytta pa musen eller klicka pilarna bredvid vinkelbeteckningarna
¥ och ¢ i menyraden. Prova med hjialp av menyer de olika mojligheterna for ’axes’; ’color’
och ’style’.

Definitionsméngden behover ej vara en rektangel, grinserna i y kan bero pa x, prova
t. ex.

plot3d(xxexp(-x~2-y~2),x=0..2,y=-x..%);

Vad &r definitionsméngden hér?
Vill man bara se funktionens nivakurvor skriver man

contourplot (xxexp(-x"2-y~2) ,x=-2..2,y=-2..2);

Det gar ocksa bra att rita ytor i parameterform. Cylindern y? + 22 = 1 lings z-axeln kan
ritas med

plot3d([s,cos(t),sin(t)],s=-2..2,t=0..2*%Pi,scaling=constrained);

Observera att parameterintervallen hir skrivs utanfor hakparentesen. (Hér skiljer sig alltsa
det tre- och tvadimensionella fallen at.)

Vill man titta pa tva cylindrar (en lings z-axeln och en lings y-axeln) som skér varandra
kan man gora sa hér:

A:=plot3d([s,cos(t),sin(t)],s=-2..2,t=0..2%Pi):
B:=plot3d([cos(t),s,sin(t)],s=-2..2,t=0..2%Pi,color=s*t):
display([A,B]);

Hér ar gjort ett fargvalet pa cylindern B, fargen pa cylindern A kan varieras fran menyraden.
Vilj hdar Projection Constrained. Vrid och vind pa figuren. Prova olika mojligheter av ’color’
och “style’. Vill man siirskilt studera skérningen mellan cylindrarna (y?+22 = 1 resp 22422 =
1) dvs den kropp som ligger 'innanfér’ bada cylindrarna skriver man

plot3d({-min(sqrt(1-x~2),sqrt(1-y~2)) ,min(sqrt (1-x~2),sqrt(1-y~2))},
x=-1..1,y=-1..1);

Prova dven olika Light Scheme under Color.
For att rita cylindrar, och andra ytor med rotationssymmetri kring z-axeln, snyggt &r
det bra att anviinda cylinderplot. Exempelvis fas konen z = /22 + 92, 22 +y? < 4 av

cylinderplot(z,t=0..2%Pi,z=0..2);

Hér anges avstandet fran z-axeln (‘radien’) r = /22 4 y2 som funktion av z. Den forsta
variabeln anger vinkeln till z-axeln. Paraboloiden z = 22 + 4%, (r = \/22 + y2? = /2) fas av

cylinderplot (sqrt(z),t=0..2%Pi,z=0..2);
Samma, sak erhalls med
plot3d(sqrt(z),t=0..2%Pi,z=0..2,coords=cylindrical);

For mera komplicerade ytor se ?cylinderplot.
En sfiar kan &ven ritas med kommandot

sphereplot(1,t=0..2*%Pi,s=0..Pi,scaling=constrained) ;

alternativt



plot3d(1 ,£t=0..2%Pi,s=0..Pi,coords=spherical, scaling=constrained) ;

Hér &r den forsta varibeln den vinkel som kallas ¢ i flerdimboken (sid 27 och 33) och den
andra variabeln 6, se &ven ?sphereplot och ?coords.
Implicit givna ytor kan ritas med implicitplot3d, prova t. ex.

implicitplot3d(x~2+y~2-z"2=1,x=-2..2,y=-2..2,2=-2..2);
(Denna yta kan ritas snyggare med cylinderplot.) Prova ockséa

implicitplot3d(x~2+4%y~2+9%z~2=1,x=-1..1,y=-1/2..1/2,
z=-1/3..1/3,scaling=constrained) ;

Fler roliga exempel pa funktionsytor finns att hamta i 6vningshéftet i flervariabelanalys.
Kurvor i rummet ritas med spacecurve, prova

spacecurve([t*cos(t),t*sin(t),t],t=0..3*Pi):

Hér skall parameterintervallet skrivas utanfor hakparentesen.
Vill man se kurvan tydligare kan man ldgga in den pa en kon (jfr flerdimboken sid 24)
skriv

A:=spacecurve([t*cos(t),t*sin(t),t],t=0..3%Pi,color=red,thickness=4):
B:=cylinderplot(z,t=0..2%Pi,z=0..10):
display([A,Bl);

Spara och skriva ut

Man kan spara all text i Maple-fonstret genom att klicka pa File och Save as samt ange ett
filnamn. Texten sparas da i en fil med namnet filnamn.mws. Nér du senare vill ta fram texten
igen klickar du pa Flile och Open och anger hela filnamnet, &ven .mws. Det gar ocksa att
samla alla kommandon i en scriptfil med ett enkelt namn, t. ex. prov. For att kora scriptet
skriver du i Maple-fonstret read prov;.

Om du vill ta ut en bild pa skrivare, kan du spara den i Post-Script format genom att
klicka pa File och Print samt ange filnamn.ps. Alternativt kan man skicka bilden direkt till
skrivaren.



