Svar till ndgra gamla skrivningar
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b) Lat u(z,t), = > 0,t > 0 vara striangens utbojning. Da ar u(3,¢) =0 om ¢t < 1
eller ¢t > 5

. a) Vikénner igen A som en Sturm-Liouvilleoperator och vet att A ar sjilvadjungerad
i skaldrprodukten

(o), = [ Wola) o

—at 1 6—m2/4at

Varat

b) Ekvationen kan beskriva virmeledning i en tunn lang (odndlig) stav som ej ar
perfekt isolerad. Varme lacker till omgivningen, som har temperaturen 0°, enligt
Newtons avsvalningslag. Vid tiden ¢ = 0 sker en explosionsartad virmeutveck-

. a) u(x,t)=e

ling i punkten x = 0.

. a) _i In (z—a)*+ (y = B)H)((x + ) + (y + B)?)
47 ((QU - 04)2 + (y —+ 6)2)«3; + a)2 + (y — 6)2)

b) Losningen ges av u = uy + up, dir

och
(2.5) = (5 L)
U
BV V) = 2+ (y—12 224 (y+1)?
. Egenvinkelfrekvenser: wy, = c\/ A\gn = calm/v’n , kn=12 ...
P
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For ¢t > 3 kommer de bada trianglarna att forflytta sig at hoger med hastigheten
c.
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2. po(z) =1, pi(z) =2 — 5 och p(z) =

= —1 — —. Minimala vardet blir i
5 5 225
3. Modell

Uy — AUy = 01/2(2), 0<ax <1, t>0
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

u(z,0) =0, 0<zx<l1
Losning
— 2sin(km/2
u(z,t) = Z %(1 — e 7 sin kra
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5. a) Operatorn dr A = —A med definitionsméngden
D4 = {u € C*(Q) | Q = enhetscirkeln, u =0 pa 9Q}
b) Funktionen P(r,#) dr 16sning till

Au =0 iQ
u(1,0) =46(0) pa 09

Det allménnare problemet &r

Au =0 iQ
u(1,6) = g(6) pi 00
Losningen kan skrivas

o0

u(r,0) = Pxg(r,0) = / P(r,0 — a)g(a) da

— o0

6. Losningen ar

1 2
u(r,0) = g(r +4r7%) cosf + 63% (r* =7 (g cos® 0 — g cos 9)
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1. Fysikalisk tolkning: u dr utbojningen av en mycket lang (halvoindlig) elastisk striang
som &r fast inspand i dnden (x = 0) och ej paverkas av nagra yttre krafter. Vid tiden
0 dr stringen rak och i vila. Den triffas da av ett hammarslag (spetsig hammare) i
punkten z = 1, vinkelrdtt mot stringen. Vagutbredningshastigheten i strangen ar
c.
Speciellt fas

u(z,1/2¢) u(x,1/c) u(zx,2/c)
1 1 1
1 2 3 4z 1 2 3 4z [ 1 2 3 4=z
u(z,3/c)
i T 1 Dérefter fortsitter vagen med ofordndrad form at
i 5 3 iz hoger med hastigheten c.
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. a) Skalarprodukt :/ u(r)v(r) rdr
0

c¢) Egenviirden och egenfunktioner dr | A\, = a3, resp wi(r) = Jo(ooxr)

d) Dessa egenfunktioner kan exempelvis anviindas for att berdkna rorelsen hos ett
cirkulért fast inspant membran med radie 1 om begynnelsevillkor (och eventuell
kraftfordelning) &r cirkulidrt symmetriska.

. Modellen ar

uy — Dug, = —cu O<z<L,t>0
ug(0,t) = ux (L, t) =0, t>0
u(z,0)=Mé(x—L/2), O0<zx<L

Har ar D > 0 diffusionskonstanten och ¢ > 0 sonderfallskonstanten.
Losningen ar

M 2M _, ~—
u(z,t) = fe_“ + Te_“ Z cos(km/2)e” P cos(kma /L) .
k=1

u(z,t) =Ty + (Ty — Tp) erf(z/v4at), x > 0, t >0

Problemet kan beskriva virmeledning i en lang (halvoédndlig) stav som &r isolerad
utom i &ndpunkten (z = 0). Fran borjan (¢ = 0) har hela staven temperaturen u =
Ti. Vid starttiden ges dndpunkten (x = 0) temperaturen Ty och halls dérefter vid
denna temperatur. Eftersom erf(0) = 0 och erf(co) = 1 fas tlirglou =T, 12%” =T,

lim, ,ou = Tp, lim,_,. u = T}. Alla dessa grinsvirden stimmer med den fysikaliska
tolkningen.

. a) M ar ett linjart rum men inte M.
b) Se liaroboken sid 161-162.

. a) Uttryckt i sfiriska koordinater &r modellen (u dr temperaturen)

—Au=0, 0<r<l,0<f<m 0<o<2rm

u(1,0,6) 100, 0<fO<m/2,0<p<2m
UT10, wm/2<b<m 0<¢<2m

3 100P,(s) ds
f_ll P?(s)ds

u(r,0) = Z agr’Py(cos(9)) , dir ay =
=0




b) Problemet kan ocksa losas med Greenfunktioner. Greenfunktionen for Dirichlets
problem for enhetsklotet dr G(x; ) = K(x — a) — K(a(x — &)), dir K(x) =
1/(4w|x|) &r fundamentallosningen i R3. Temperaturen u beriiknas sedan med
huvudsatsen for Greenfunktioner:

u(x) = —7{ 96 (a)dSq, .

|:1 8na

Hér ar den utatriktade normalen radiellt riktad, dvs n, = a. Vidare ar dSg,
areaelementet pa enhetssfaren och g dr temperturen pa randen.



