Varterminen 2007

KONTINUERLIGA SYSTEM, nagra viktiga begrepp och metoder

Fysikaliska modeller

Kontinuitetesekvationen: ¢; + divj = k kommer fran 6kning + utflode = nyproduktion. Har
4r ¢ = densitet (miingd/m?), j = stromtiithet (mingd/m?%s) och k — killtithet (miingd/m?s)
Diffusionsekvationen: ¢; — DAg = k fas ur kontinuitetsekvationen och Fick’s lag
j = —Dgradq. D kallas diffusionskonstanten.
Viarmeledningsekvationen: pcu; — AAu = k fas pad samma sétt som diffusionsekvationen.
Energidensiteten ¢ och temperaturen u kopplas ihop genom ¢q; = pcuy. Motsvarigheten till Fick’s
lag &r Fouriers lag  j = —Agradu (A dr virmeledningsférmagan).
Vagekvationen: uy — c?Au = f/p, dir f = kraftfordelning, p = massdensitet och
u — utbdjningen. For ljudvagor dr u = relativa tryckstérningen (= (p — po)/po)-
Laplaces ekvation Au = 0 och Poissons ekvation Au = f kan tolkas som stationdr diffusion,
stationdr vdrmeledning, stationfr svingning, stationir potentialstromning eller elektrostatisk
potential.
Randvillkor kan vara av typ Dirichlet (u given), Neumann (g—z given) eller blandade.
Homogena randvillkor innebér u = 0 eller g—z =0 eller au + ﬂg—:fb =0.
For varmeledning och diffusion géller

J-n=-)dgradu-n = —)\%

on

Ett Neumann-villkor betyder alltsa att flodets normalkomponent ar given.
I en dimension har de homogena randvillkoren féljande tolkningar.
Varmeledning (diffusion)

u(a,t) =0 temperaturen (koncentrationen) i a ar 0
6—(a,t) =0 inget utflode i a, isolerad (sluten) &dnde
x

0
au(a,t) + ﬁ—u(a,t) =0 Newtons avsvalningslag géller i ¢ (omgivningens temp — 0)

Transversella och longitudinella svingningar.

u(a,t) =0 utbdjningen i a &r 0 fast dnde
a—Z(a,t) =0 kraften i a &r 0 16s dnde
au(a,t) + ﬁ%(a, t) =0 fjaderkraft verkar i dnden

Ljudvagor
u(a,t) =0  tryckstorningen i a & 0  Gppen dnde
%(a,t) =0 hastigheten i a &r 0 sluten &nde

Fouriers metod, egenfunktionsutvecklingar.

Viarmeledning i en begrinsad stav med variabelseparation

Problem: u; — au,, =010 < x < L, t > 0 med homogena randvillkor och givna begynnelse-
villkor.

e .. - . U — QUgy =0
Stk forst icke-triviala 16sningar av typ u(z,t) = T'(¢) X (z) till

hom. randvillkor

T'X — aTX" =0 X" T’ +a\T = 0
{h dvillk A aT X = X" =)\X
. hom. randvillkor hom. randvillkor



Differentialekvationerna for X resp 1" kan nu losas var for sig. Ekvationen for X tillsammans med
randvillkoren ger diskreta virden pé A, egenvirdena A\ och tillhérande egenfunktioner Xji(x) =
or(z). Totalt far man uy(z,t) = cre™ Ml (2).

For homogena Dirichletvillkor iir Ay = k*72/L? och oy (x) = sin(krx/L), k =1,2, ...

For homogena Neumannvillkor ir \y = k*w?/L? och ¢ (x) = cos(krz /L), k =0,1,...

Med superposition finner vi fler 16sningar u(x,t) = Y, cxe” My (). Konstanterna ¢y, bestims
av begynnelsevillkoren. (Oftast med lamplig Fourierserieutveckling.)

Viarmeledning i en begrinsad stav med ansatsmetod

Detta &r en forkortad variant av foregaende och anvinds om man vet vilka egenfunktionerna oy
ar.

Problem: uy —augz, =010 < x < L, t > 0 med homogena Dirichlet- eller Neumannvillkor
och givna begynnelsevillkor. Ansétt da direkt

o0 o
u= Z ug(t) sin(krz/L) (Dirichlet) eller u= Z ug(t) cos(kmz/L) (Neumann)

k=1 k=0
Derivera termvis och satt in i differentialekvationen. Detta leder till differentialekvationerna
), (t) + adpug(t) = 0 med 16sningarna uy () = cre~ . Koefficienterna ¢y, bestims av begynnel-
sevillkoret.
Kommentar: En fordel med denna metod &r att den ocksé fungerar for inhomogena differential-
ekvationer (u; — auz, = f(x,t)). Skillnaden &r att man far en inhomogen differentialekvation for
ug(t), se nedan. Samma ansatser fungerar ockd fér den endimensionella vagekvation (oddmpad
Uy — gy = f(x,t) eller ddmpad uy — auy — 2uge = f(x,t)) med homogena Dirichlet- eller
Neumannvillkor, och for Laplace/Poissons ekvation (—Awu = f) pa en rektangel med homogena
Dirichlet- eller Neumannvillkor i a-led.

Diffusion och virmeledning med homogena randvillkor i operatorform.
Detta ar en vidarutveckling av foregaende och kan anvéindas pa allménnare differentialekvationer
med allménnare homogena randvillkor.

Med A = —A (eller en allménnare differentialoperator av Sturm-Liouvilletyp) och

0
Dy ={ueC*Q)|au+ Ba—u = 0} kan viarmeledningsproblemet formuleras
n

us + aAu = f
U(ﬂj‘,O) =g

Bestdm forst egenfunktioner och egenvérden till A genom att 16sa

{Au:)\u, uz0

u € Dy

(Om problemet dr vilbekant och man redan vet vilka egenfunktionerna dr behéver man natur-
ligtvis inte rdkna ut dem.) Ansétt en losning

u(zx,t) = Zuk(t)SOk(fE) :
ke

Utveckla f och g i egenfunktioner till A. Har utnyttjas att dessa &r en ortogonal bas i Ls.

fle,t) =" fupr(x),  g(z) = grpr()
p P



Koefficienterna f; och g berdknas med projektionsformeln t ex fr = (or | f)/(¢r | k). (I
fallet med sinus- eller cosinusserier dr detta de vanliga formlerna for berdkning av Fourierko-
efficienter.) Derivera u termvis (anvind A, = Agpp), satt in i virmeledningsekvationen och
begynnelsevillkoret. Detta leder till féljande differentialekvation for ug ()

up () + adpug(t) = fr(t), ur(0) =gi .

Losningen kan skrivas som summan av en partikuldrlosning wuy pare och allmdnna homogena 16s-
ningen cye” !, Konstanterna c;, bestiims av begynnelsevirdet (uz(0) = g.).

Alternativ om f inte beror pa t. Lat ustay vara en stationédr (= tidsoberoende) 16sning till dif-
v+ aAv =0

’U($a 0) = g — Ustat .
Denna léses som ovan, med ansatsen v(x,t) = Y, vi(t)pr(x), och ger en homogen differential-
ekvation for vy. Totala 16sningen &r av formen w = ugtat + Y cpe” o (x). Hir ses att om
alla Ay > 0 84 u — ugat,t — 00 (ungefir som e_“)‘lt, dédr A\; dr det minsta egenvérdet). I
detta alternativet kan man alltsd direkt utldsa den asymptotiska (= stationéra) losningen usggat -
I I6sningen till det forra alternativet kan man se den stationéra losningen i form av en serie.

fekvationen och randvillkoren. v = u — ugiar uppfyller d& ekvationen {

Vagekvationen med homogena randvillkor, begrinsat omrade

Med A= —A, D4={uc C* ), homogena randvillkor} kan problemet formuleras

{ Ut + czAu =0
u(@,0) =g(z) , w(x,0)=h(z)

Problemet 16ses analogt med virmeledningsekvationen. Starta med att bestdmma egenfunktioner
till A. Utveckla i dessa

u(@,t) = > u®er(@) , g(x) = grer(x), h(z) = hipr(x) .
P p p

Insdttning i vagekvationen leder till
ul (t) + Apur(t) =0, up(0) = g, uh(0) = hy
med losningar av typ
up(t) = ag cos e/ At + b siney/Agt om A >0 och  ug(t) = a+ bt om A\ =0 .

a, och by bestdms av begynnelseviardena. Losningen blir en 6verlagring av stdende vagor med

egenvinkelfrekvenserna |wr = ¢/ A | Svingningen ar oddmpad och 'behéller sin form’.

Inhomogena randvillkor

Starta med att homogenisera randvillkoren genom att sdtta v = uw — @ dér @ uppfyller rand-
villkoren. V&lj @ s& enkel som mdjligt. Ofta gar det bra med en konstant eller ett forsta- eller
andragradspolynom.

Dirichlets problem

Au = f1Q,u =0 pa d0 kan for vissa 2 16sas analogt med variabelseparation och egen-
funktionsutveckling. For en rektangel separerar man i variablerna x och y. (Losningsmetoden
ar mycket lik motsvarande for den endimensionella vagekvationen pé ett begransat intervall.)
For icke-homogena Dirichletvillkor kan det vara bra att dela upp i delproblem och anvinda
superposition (se ex 3.9 i boken).

For 2 = enhetscirkeln anvénds polédra koordinater variabelseparation (ex 3.17 i boken). For detta
problem, med g(6) = 6(f), gir serien att summera och man kommer fram till Poissons formel
for enhetscirkeln (kap 5.2.2).



Hilbertrum, operatorer, egenfunktioner

Ett linjart rum H &r en mingd med addition och multiplikation med skaldrer, som foljer de
vanliga riknelagarna. Tex R™ och C?().
(u | v) dr skaldrprodukt i H om

(u | Aoy + )\2’1)2) = )\1(’11, | ’01) + )\2(u | ’02)
(u|v)=(v]u)
(u|u) >0 medlikhet < u=0

Speciellt giller att (u | Av) = A(u | v) och (\u | v) = Au | v).

Normen av u ér ||ul| = /(u | u).

Linjdra rum med skaldrprodukt kallas preHilbertrum. Ett fullstindigt preHilbertrum kallas
Hilbertrum.

Ett viktigt exempel pa Hilbertrum &r Lo(w, ) med skaldrprodukten och normen

(wlo) = [ Wt o e ul = ([ ru<x>\2w<x>da:)l/2.

Funktionen w(x) > 0 kallas viktfunktion.

I preHilbertrum géller

Pythagoras sats: u 1L v = |ju+v|]? = |Jul|® + ||v]|?

Schwarz olikhet: |(u | v)| < ||ul - ||v|| med likhet d& och endast d& w och v &r proportionella.
Triangelolikheten: |[u + v| < |lul| + ||v].

Ortogonalitet: Funktionerna {¢y}7° ar parvis ortogonala i pre-Hilbertrummet H om
(o | @) =0 da k+#1 Om dessutom |[px||®> = (pr | o) = 1 #r systemet ortonormerat.

Projektioner Lat 1, -, ¢, vara parvis ortogonala och lat M = [p1, -+ , p,] vara det linjéra
héljet av @1, -+, @n. Projektionen pad M av ett godtyckligt u € H definieras av

n

1 ,
Pru = Z E(‘Pk | wer  dir pp = [loxll® = (x| o1)
1

Minsta-kvadrat-metoden &r en f6ljd av projektionssatsen som séger att
inf ||u—v||? = ||u — Ppmull?,
Jdnf Jlu—l” = llu — Prull

dvs att Pyqu ar det element i M som bést approximerar « om avvikelsen méts i norm. Med hjilp
n w)|?
av Pythagoras sats ses att avvikelsen |[u — Pyqul|? = ||ul? — |Prmul)® = [|ull> — 2 w
k=1 Pk
Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess: Ur en linjért oberoende foljd skapas ett ortogo-

nalt system som har samma linjéra holje som den ursprungliga féljden.
Om 1,z,22,... ortogonaliseras med skalirprodukten i Lo(w, Q) fas olika ortogonalpolynom.
Med viktsfunktionen w(z) = 1 och intervallet Q = [—1,1] f4s Legendrepolynomen P,.

Konvergens i norm: u,, —uiH <= |u, —ul —0.

Generaliserade Fourierserier Lat u vara ett element i ett pre-Hilbertrum H och {¢y }5° parvis
ortogonala i H, d& ir ¢ = pik(gpk | u) de generaliserade Fourierkoefficienterna for u och Y7 ¢
dr den generaliserade Fourierserien for u. Det dr inte sdkert att serien konvergerar mot u.

Om varje v € H kan skrivas u = )1 ¢xu, (konvergens i norm), si sidger man att {¢}7° ar en
ortogonal bas for H.



Exempel:

{etkmeyoe ir en ortogonal bas i Lo([—1,1])

{sin krz}7° ar en ortogonal bas i Ly([0, 1])

{cos krz}g° ar en ortogonal bas i Ly([0, 1])

Legendrepolynomen {Py(z)}g° dr en ortogonal bas i La([—1,1])

{sin bk sin jry}75._; ar en ortogonal basi Ly(Q2), :0<2x<1,0<y <1

Jn () cosnl, Jy (o k)sinnd  &r en ortogonal bas i La(r, ),
Jolaggr) , nk=1,2,... Q:0<r<1,0<0 <2

Parsvals formel: Om {¢;}5° ér en ortogonal bas for H och u = > 7° crpp sa ér ||ul|? =
Z];!CWH%H?

En operator A har egenfunktionen ¢ med egenvirdet A om Ay = Ay, o Z 0 och ¢ € D 4.
En operator A dr symmetrisk om (Au | v) = (u | Av) for alla u,v € D 4.

En symmetrisk operator har reella egenvirden och egenfunktioner hérande till olika egenvirden
ar ortogonala.

A ér positivt semidefinit om (Au | u) > 0 for alla u € D4, da &r alla egenvérden > 0.

1
Sturm-Liouvilleoperatorerna Au = —(—(pu’) + qu) (w,p > 0,q > 0) med homogena rand-
w

0
villkor, av typ au—l—ﬂa—u =0 (o, 8 > 0, ej bada = 0) pa randen OS2, &r symmetriska och positivt
n

semidefinita. Dess egenfunktioner bildar en ortogonal bas i La(w, §2). (Observera viktfunktionen.)

For att finna en ortogonal bas av egenfunktioner till en operator i flera variabler kan man gora en
variabelseparation och ett téthetsresonemang som visar att varje u € Lo(w, Q) kan approximeras
godtyckligt bra med linjairkombinationer av de separerade egenfunktionerna. (Se ex H.27, S.4
och S.6 ( Ex 28 i kap H, Ex 3 och Ex 6 i kap S i gamla kompendiet)). Héirvid uppkommer nagra
endimensionella differentialekvationer som man maste behérska.

Variabelseparation i —Au = \u i poldra koordinater (2 dimensioner)

Separationen u(r,0) = R(r)0©(0) i —Au = Au ger upphov till (Se ex S4):

©-ekvationen: " +c© = 0.

Har man 27-periodiska randvillkor (©(7) = ©(—n),©'(r) = ©'(—m)) finns icketriviala 15sningar
om och endast om ¢ =n? dir n = 0,1,2,.... Dessa ir {cosnf, sinnf} eller {e™?}>=_ T detta
fall ar egenvirdena dubbla om n # 0. (Se ex H.25.)

R-ekvationen:

1 2 aJ,(rvA) +bY,(rv/A) om A>0
R'+-R+(A-—=5)R=0 < R(r)=1 ar’+br" om A=0, v#0
" " alnr+b om v=A=0.

1
I Sturm-Liouvilleform kan R-ekvationen skrivas —( (rR'Y +Z R) = AR (obs w =r).

(For A # 0 finns 16sningen pa formelbladet. For )\ =0 ar dlffekvatlonen Eulerhomogen och kan
i de flesta fall 16sas med ansatsen R = rP. Fallet A = v = 0 behandlas speciellt, se lemma S.1)

Variabelseparation i —Au = \u i sfiriska koordinater (3 dimensioner)
Separationen u(r, s, ) = R(r)S(s)®(¢), dir s = cos @ i —Au = \u ger upphov till (se ex S.6):
P-ekvationen: ¢” + dd = 0.

S-ekvationen:

m2

(1 =58 + (Lt +1) — -
S(s) =aP"(s) +bQ;"(s), £=0,1,2,..., m=0...¢

)S=0 <=



Se formelbladet. ( I kvantmekaniken, dér man anvénder exponentiell framstéllning av ¢-funktionerna
anvinds m = —(...0.)
R-ekvationen:

(C+1)
,r.2

2
R”—|—;R’—|—(>\— JR=0 <—
art + br—t-1 om A=0,¢=0,1,2,...

R(r) = { ajg(T\/X) 4 byg(r\/X) om A>0,£¢=0,1,2,...

1
I Sturm-Liouvilleform kan R-ekvationen skrivas — (—(r?R’)’ + (£ + 1)R) = AR (obs w = r?).
r

(For X # 0 finns 16sningen pa formelbladet. For A = 0 ér differentialekvationen Eulerhomogen,
prova anatsen R = rP. I fallet £ = 0 kan ekvationen 16sas med elementéra metoder, se ex S.5.)

Integraltransformer, intgralformler, Greenfunktioner

Virmeledning, diffusion pa R.
Kan 16sas med Fouriertransform (eller Laplacetransform) i z-led.

For problemet
{ Ut — Qg =0, zE€R, >0
u(z,0) = g(z)

kan 16sningen direkt skrivas med formeln
o
u(z,t) = / Gz — o, t)g(a) da = G g(x, t)
—00

diir G(x,t) = e/t /\/Azat (se formelblad) ir Greenfunktionen for virmeledning.
Losningarna innehaller ofta erf(z) = % IN e~¥" dy (spec ér erf(co) = 1), se formelblad. Alltsa

ar erf(x) en primitiv funktion till %e_”ﬂ och séledes ar f; eV dy = 4(erf(b) —erf(a)).

Halvoindliga omraden

Problem pé halvoandliga omraden (z > 0) kan utvidgas till hela R med hjélp av speglingar. Gor
en udda spegling om w(0,¢) ar given (Dirichletvillkor) och jaimn spegling om u,(0,¢) dr given
(Neumannvillkor). For berdkning av derivator med avseende pa z anvinds (se avsnitt D.11 i
boken) (4™ )pr = (uzz)™ + 2u(0,t)d" respektive (u)pe = (uzz)™ + 2uz(0,¢)5. Dessa regler blir
speciellt enkla om randvillkoren vid z = 0 dr homogena (u(0,t) = 0 resp ug(0,t) = 0). For
icke-homogena randvillkor &r det dérfor ofta bra att férst homogenisera.

For problem pé andliga intervall (0 < x < L) anvinder man vanligen egenfunktionsutvecklingar,
men vissa problem kan ocksa 16sas med upprepade speglingar.

Vagekvationen

Den homogena endimensionella vagekvationen uy — Uy, = 0 har alltid den allm#nna l6sningen
u(z,t) = p(x—ct)+1(x+ct). Svarigheten ar att hitta l6sningar som uppfyller givna begynnelse-
och randvillkor.

Végekvationen pa R kan 16sas med Laplace- eller Fouriertransformation i z-led.

Till problemet
Uy — gy =0, zER, t>0
u(z,0) = g(x)
ui(x,0) = h(x)



kan 16sningen direkt skrivas med d’Alemberts formel (se formelblad).

1 z+ct
u(z,t) = =(g(x —ct) + g(z + ct)) + — / h(y)dy .

2 2c T—ct
Problem pé halvodndliga omriden (z > 0), t ex svingande halvoéndlig string, kan utvidgas till
hela R med hjilp av speglingar. Udda spegling om u(0,¢) = 0 (fast inspand &nde) och jamn
spegling om u,(0,t) = 0 (16s dnde).
Losningarna kan ocksa (i enkla fall) konstrueras med geometriska resonemang, fortskridande
vagor, reflektion i &ndpunkter (speglingar).
For problem pé andliga intervall (0 < x < L) anvinder man vanligen egenfunktionsutvecklingar,
men man kan ocksé anvinda med upprepade speglingar.

Poissons/Laplaces ekvation —Au = f

Problem i ett halvplan (z € R, y > 0) kan 16sas med Fourier(Laplace)transform i z-led.
For Dirichlets problem i ett halvplan (med f = 0):

{um—kuyy:O, zeR,y>0
u(z,0) = g(z)

kan I6sningen direkt skrivas med Poissons integralformel,

u(w,y) = /Oo Pz — a,y)g(a)da = Pxg(z,y) ,

—00

dir P(z,y) = y/(7(2® + y?)) ir Poissonkdrnan for halvplan (se formelblad).
For motsvarande problem i enhetscirkeln (€ : 2 4+ 32 < 1) &r 16sningen

u(r,0) = / " P60 — a)g(a)da = P+ g(r,0)

—Tr

dir P(r,0) = (1—72)/(27(1 4+ 1% —2rcos#)) ir Poissonkdrnan for enhetscirkeln (se formelblad).
Liknande problem i kvartsplan eller halvcirkel (x > 0) kan utvidgas till halvplan respektive cirkel
med hjilp av spegling (av g och u), udda om u(0,y) &r given och jaimn om u,(0,y) ar given.

For det allménnare problemet (Dirichlets problem for Laplaceoperatorn pa (),

—Au=f1i Q
u=g pad 00

kan l6sningen skrivas (se formelblad) med hjilp av Greenfunktionen G(x;a) for Dirichlets
problem pé Q (definition se formelblad)

oG

u(z) = /Q Gla; o) f (o) dex — (; 0)g() dS.

Svarigheten ar att bestdmma Greenfunktionen G(x; o)
Berékning av Greenfunktionen G(z,a) for nigra enkla omraden 2.

1. For Q = R" ar Greenfunktionen G(z; ) = K(x — ), dir K (x) dr fundamentallgsning
till Laplaceoperatorn (—AK = §). For Q = R? eller R? finns fundamentalldsningarna pa
formelbladet.

2. For = halvplan eller halvrum spegla udda och anvind punkt 1. Greenfunktionen &r
G(x;a) = K(x —a) — K(x — &), dir & dr spegelpunkt till a.

For kvartsplan spegla forst i ena axeln sen i den andra (totalt 4 punkter).



3. Om Q &r cirkelskivan eller klotet || < p spegla udda i cirkeln och anvind fundamental-
16sningar. Greenfunktionen ér G(z;a) = K(x — a) — K(C(x — &)), dir & &r konjugerad
punkt (se boken kap 5.5) till a och konstanten C' = |a|/p &r vald sa att G = 0 pa randen
o0N.

Kommentarer: For begriansade omréden kan Greenfunktioner bestdmmas med egenfunktionsut-
vecklingar.
For halvplan/halvrum med homogena Neumannvillkor kan man anvinda jamna speglingar.



